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0.1 Premessa

Il punto di partenza della teoria ¢ dato dall’interazione di 2 particelle pun-
tiformi nello spazio. Il passaggio dalla teoria ad un corpo (immerso even-
tualmente in un campo di forze) alla teoria a 2 corpi €, com’& noto, indolore,
purche ci si riferisca al moto relativo. Noi ci limitiamo agli stati ad energia
totale positiva (stati di scattering), con condizioni al contorno di onde piane
entranti ed onde sferiche uscenti. Affrontiamo subito il processo stazionario
di scattering partendo dall’equazione di Schroedinger non relativistica indi-
pendente dal tempo. La soluzione dell’equazione integrale dello scattering
consente di definire la funzione di Green, e scrivere una soluzione che include
le condizioni al contorno di onde entranti od uscenti.

Si introducono quindi gli sviluppi multipolari, facendo uso di una teoria
molto formalizzata, che consente di inserire gli sviluppi multipolari a qual-
siasi stadio intermedio della teoria. Un aspetto problematico della teoria
delle reazioni nucleari e che I’equazione radiale di Schroedinger non & in ge-
nerale risolvibile algebricamente per nessun tipo di potenziale minimamente
sofisticato. Cio non consente di portare fino in fondo esempi ed esercizi. A
questo fatto ben noto si e cercato di ovviare in due modi. Da un lato si sono
sviluppati esercizi (per esempio sulle risonanze) con potenziali a buca qua-
drata, che pur non essendo realistici consentono analisi didatticamente utili.
Dall’altro lato si e dato largo spazio alla tecnica dello sviluppo separabile dei
potenziali, che € uno strumento molto utile per algebrizzare il problema dello
scattering.

Tramite la teoria di matrice R si discute la genesi di risonanze di
particella singola.

La prima generalizzazione ¢ dedicata all’interazione di particelle con
spin. Dopo aver considerato il caso di particelle dotate di spin ma non po-
larizzate in senso macroscopico, si considera il caso di fasci e/o bersagli po-
larizzati. Si rompe la simmetria cilindrica rispetto alla direzione del fascio
incidente, e si ottiene una sezione d’urto dipendente da ¢ oltre che da 6. Si
discute 'effetto di forze non centrali sull’equazione di Schroedinger, che puo
trasformarsi in un set di equazioni accoppiate.

La generalizzazione successiva ¢ all’interazione fra particelle dotate di
struttura, ad energie che rendono possibile l'eccitazione ma non la fram-
mentazione. Si discute il problema a canali accoppiati e le possibili riso-
nanze composte e quasi composte. Si discute 'approccio di Feschbach ed
un’applicazione al caso di potenziali multicanali di ranfo finito.

L’ultima parte ¢ dedicata al caso piu generale di reazioni con riarran-
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giamento. Largo spazio ¢ dedicato alle cinematiche per il calcolo di sezioni
d’urto ed effetti della polarizzazione.

Chiude il libro un accenno al problema a 3 corpi in meccanica quanti-
stica.

Una vasta appendice e dedicata alla teoria quantistica dei momenti
angolari, alle proprieta di trasformazioni dei campi tensoriali per rotazioni
del riferimento, e ai tensori sferici irriducibili.

La bibliografia di riferimento riguarda la teoria dello scattering (]I, [2],
[]), la teoria delle reazioni nucleari ([d], [5]), e la teoria dei momenti angolari

(1, [2).



Parte 1

Lo scattering elastico fra due
particelle puntiformi



Capitolo 1

Equazioni integrali dello
scattering

1.1 Gl autostati di momento

Consideriamo lo scattering elastico non-relativistico fra 2 particelle puntifor-
mi di massa mq, ms.

Particelle puntiformi significa particelle senza struttura interna, quindi
interazione elastica.

Dette rq,ry le coordinate delle 2 particelle in un riferimento (inerziale)
qualsiasi, il problema (classico) dellinterazione ¢ dato dalle

mity = fia,
mgfg = f21. (11)
Discende sempre dalla natura puntiforme delle particelle (e dal principio di

azione e reazione), che fi5 = fia(|ry — ra|), f23 = —f12. Conviene allora la
trasformazione di coordinate

r = r; —ry,
mirq + mer

R = -1t~ —=22 (1.2)
my + Mo

L’inversione del sistema 2 da
ma

rp, = R+ —"r,
my + Mo
my
r, = R—— 1.3
2 mi + Mo ( )



e quindi le equazioni [T danno:

R = 0, (1.4)

mi = fia(|r]), (1.5)
dove e
112

m = 77 16

(m1 +m2) ( )

¢ la massa ridotta del sistema. Il risultato € noto: sottraendo il moto (inessen-
ziale) del baricentro, il problema a 2 corpi si riduce a un problema (efficace)
a 1 corpo.

L’energia cinetica nel laboratorio e

1 . 1 .
By = émlr% = §(m1 + m2)R2 + F, (1.7)
dove X ,
. p
E=_mi’=_— 1.
2" T 9 (1.8)

e 'energia nel CM. Il momento relativo p e definito dalla relazione

Pr_P2_ P (1.9)

=1 —Ty= =
ma mo m

Tutto questo e classico. Quantisticamente bisogna introdurre il numero
d’onda k e la sua rappresentazione operatoriale, secondo la ricetta:

k=L v, (1.10)
h
0 0 0
=—i+—j+ —k. 1.11
v 8931 + ay‘] + 0z ( )
Quindi all’energia cinetica
2 2
2
2m h

corrisponde 'operatore (hamiltoniano libero)

Hy= ——, 1.13

0 . (1.13)
dove o o o

e 1.14

v Ox? * Oy? + 022’ (1.14)



e il laplaciano.
L’equazione (stazionaria non relativistica) di S per la particella libera,
si puo scrivere nelle due forme equivalenti.

(Hy— E)®(k,r) = O0;
(V2+EHD(k,r) = 0, (1.15)

avendo indicato con ®(k,r) la funzione d’onda della particella libera, auto-
stato dell’operatore Hy, relativo all’autovalore E.

Quando passeremo dall’equazione di S libera, all’equazione con intera-
zione, l'ipotesi fatta su fi, si ridurra ad assumere un potenziale d’interazione
V(r) centrale. Si assumera anche (almeno in un primo momento) che il
potenziale sia locale (vedi piu avanti definizione di non localita), e a corto
raggio [ il che vuol dire limitarsi all'interazione forte ed escludere almeno in
un primo tempo l'interazione coulombiana |.

La soluzione dell’equazione [[.T§ e 'onda piana

@(k, I‘) _ eikr — eik:rcose7 (1.16)

avendo assunto ¥ = versore asse 2.
Le superfici d’onda di ®(k,r) sono i piani ortogonali all’asse z = dire-
zione di k.

Verifica: il Laplaciano in coordinate polari si scrive:

10 0 1 0 0 1 0?
2 _ - T (2 Yo O Y w2 2 2
V=" T e a0 ™ ap) t remepage — VT Vet Ve
(1.17)
E’ facile verificare che:
V20 = (Lk ;OSG — k*cos®0)®,
V20 = (2FsV  pagnzg)e,
r
VLo =0,

e quindi
V2P = k*®, cou.d.




Gli autostati di momento non sono normalizzabili in senso proprio, ma
nel senso delle distribuzioni.
Partiamo dal caso unidimensionale

2

(Hy — E)®(k,z) = 0; (ddx? + EH®(k,x) =0, (1.18)

che & 'equazione dell’oscillatore armonico (salvo il diverso significato delle
variabili).
Consideriamo la soluzione

Ok, z) = ™. (1.19)

Operiamo prima nell’intervallo limitato —a < x < a, e definiamo il prodotto
scalare

(@), 2(0) = [ (K, 2)0(k, 2)de = [ ey = 2E D
(1.20)

In particolare la norma ¢ finita, poiche:

2sina(k — k')

lim == = 20, (1.21)

Vediamo adesso cosa succede al limite per a — oo.
Consideriamo (®(k"), ®(k)) come funzione di k — k’: La funzione dise-
gnata in figura [T gode delle seguenti proprieta:

) , [0 se k=F
lim (@(k). 9(0) = {7 2 "7 (1.22)
/oo QSIZMd:c: o, (1.23)

per qualsiasi a, e quindi anche al limite per a — o0, e questo ci porta a una
delle possibili definizioni della delta di Dirac. Possiamo scrivere quindi:

(®(K), ®(k)) = 2md(k — k'), (1.24)
e ridefinire ®, normalizzata nel senso delle distribuzioni:
O(k,x) = (2m) 2. (1.25)
In 3 dimensioni la 23 e sostituita dalla:

/ G g — (2735(k — k), (1.26)
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2a

Figura 1.1: (®(k'), ®(k))

dove dr = r%dr di = r2dr sin di dy, e dove I'[ si intende esteso a tutto lo
spazio.
C’e perfetta simmetria fra gli spazi r e k, ovvero:

[k = 2m)o(r v, (1.27)
Conviene allora definire formalmente uno stato di momento |k > ortonormale
<klk' >=0(k — K, (1.28)

e completo

/|k > dk <k| =1, (1.29)

in modo che la rappresentazione coordinata di |k > dia 'onda piana norma-
lizzata:

<rlk >= (27) 2™ < K|r >=< 71k >* . (1.30)

Dalla completezza dei momenti [.29, discende 'ortonormalita delle coordi-
nate.

<1 >= / <1k > dk < k|r >= 6(r — '), (1.31)



[per la [[.27], e viceversa:
/|r >dr<r|=1. (1.32)
Un’espressione formale per I’equazione di S. per particella libera ¢ la seguente:
Holk >= FElk > . (1.33)
Proiettando sullo stato di momento si ottiene:
< p|Holk >= Eé(p — k). (1.34)

L’operatore H, e diagonale in rappresentazione momento. Dalla [.34 si
deduce immediatamente ’hermiticita di Hy:

< k|Hylp >= E <k|p >= F < plk >"=< p|Hplk >*. (1.35)

Dalla proprieta generale

< k|Ho|p >=< p|Hj|k >*; (1.36)
segue
Hy = H{. (1.37)
Proiettando la sullo stato di coordinata si ottiene:
E .
<r|Hyk >= E <rlk >= selr, (1.38)
(2m)?
Sullo stato di coordinata, Hy opera nel modo seguente:
V2
Holr 5= —Y o (1.39)
14
Proiettando la sullo stato di momento si ottiene:
< k|Hp|r >= — — V2 (r)e T, (1.40)
(2m)2p
Da questa e dall’hermiticita di Hy si ottiene:
1 .
<r|Hyok >=< k|Hy|r >*= — — V2 (r)e’™r, (1.41)
(2m)2p

e confrontando questa con la [[.3§ si ottiene I'equazione di S. (non formale)
per particella libera
Vi(r)

(E+
1

ek r = 0. (1.42)



1.2 Equazione di Lippmann—Schwinger e sua
soluzione formale

L’hamiltoniano completo H = Hy+ V si ottiene sommando all’hamiltoniano
libero, I'interazione. L’equazione completa di Schrodinger (stazionaria, non
relativistica), si scrive quindi:

(H— E)U(k,x)=0; H=Hy+V(r). (1.43)

Consideriamo le seguenti forme, tutte fra loro equivalenti:

(E — Hy)¥(k,r) = V(r)¥(k,r), (1.44)
(V24 k2 — uV(r)]¥(k,r) =0, (1.45)
(V2 4+ E)U(k,r) = uV (r)¥(k,r). (1.46)

Consideriamo la [[.44 [ovvero [.43] alla stregua di un’equazione differenziale
non omogenea, e scriviamo: W(k,r) = ®(k, r)+ una soluzione dell’equazione
completa, ricavando quest’ultima con il metodo di Green.

Naturalmente, poiche il termine noto contiene I'incognita, cio che otter-
remo sara non una soluzione, ma una rappresentazione integrale, che conterra
ancora l'incognita nel kernel.

Premettiamo alcune considerazioni generali sul metodo di Green. Con-
sideriamo 1’equazione non omogenea

Q(r)¥(r) = p(r), (1.47)

con € operatore differenziale lineare. La funzione di Green Gy(r,r’) associata
alla W e per definizione la soluzione dell’equazione

Q(r)Go(r,r') = 6(r — 1), (1.48)

dove si intende che le due equazioni [L47 e [[.4§, sono soggette alle stesse
condizioni al contorno. Allora per la ¥, vale la seguente rappresentazione
integrale:

U(r) = / Gol(r, ') p(r')dr’ (1.49)
Per verificare basta operare a sinistra con (r).
Si ottiene: Q(r)¥(r) = [Q(r)Go(r,r)p(r)dr’ = [d(r —r')p(r))dr’ =

p(r), che ¢ la[[.47. Nello sviluppo si ¢ usata la [[.4§, e si ¢ anche tenuto conto
che Q(r) puo scavalcare [ dr’.



Nel nostro caso (equazione [[.44), Q = E — Hy, p = V¥, e quindi
U(k,r) = ¢ 4 / Go(ksr, ')V ()W (k, ') dr, (1.50)
con (G soluzione della
(E — Hy)Go(k;r,r") = 6(r — 1'), (1.51)

Per risolvere la [[L51], sviluppiamo G in integrali di Fourier nella variabile r
f:
o(k:r, 1) /g (k; K, ') dK, (1.52)

e operiamo a sinistra con £ — Hy(r) sulla [.5, ricordando le [.51,[.T5[.18:

5(r — 1) / gk X, ¥ ) (E— Hy(r))e™ " dK = / gk KT ) (k2 — K2) e K.

(1.53)
Adesso usiamo l'ortonormalita dell’onda piana [.27 per rappresentare la ¢ di
Dirac:

ik/(r—r’) /_(27T)3 I A 2 702\ ik'r g1,/
e dk' = —— [ g(k; X', ') (k° — k"%)e™ T dK/, (1.54)
1
da cui
(2m)? NS 2 —ik'r'1 iK't 1,/
/[ LK) — k7)) = 0, (1.55)

!Osserviamo per inciso che la trasformata di Fourier coincide con lo sviluppo in
autostati di momento. Dato |f >, definito dalle rappresentazioni

<rlf >=f(r), <Kk|f>=[f(k),
Scriviamo un’identita tramite la completezza [29:
|f>:/\k>dk<k|f>
che scritta esplicitamente, e sempreche I'integrale esista, diventa:

1 )
f(x) = EE / e dk f (k).

L’antitrasformata ¢

<k|f>:/<k|r>dr<r|f>,
ovvero

1

flk) = @n)p2 /efikrdrf(r)-
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ovVVvero o
IL[/ e—Z r
k' r') = —_— 1.56

che sostituita nella TH2 da:

zk’ (r—r’)
Golksr,r') = 27r / k. (1.57)

L’integrazione sugli angoli & immediata ponendo r — r’ = p = asse z:
. L 00 P ezk pcosf
Go(k;r,r") = W/O k' dk / dgo/ cos@)k e

W ) Zk 14 —zk p
_ K dk / Kk 1.58
ip(27)? [/0 v — ) (198)

Sostituendo formalmente k&’ — —k&’ nel secondo [, questo diventa

. eik/p . ezkp
— [ R ) s = / Kk . (1.59)

e quindi Gy si puo esprimere tramite un’integrazione su tutto ’asse:

ik:’p

Golksmx!) = = 27T / kdk’k — (1.60)

L’integrando ha due poli in k& = £k, e quindi Gy(k;r,r’) non é definito. E’
pero definito G(()i) = lim._0 Go(k £ ig,r,1') ed anzi, come vedremo, questa
scelta conferisce alla relativa funzione d’onda W* un significato fisico preciso,
in quanto corrisponde alle corrette condizioni al contorno.

Calcoliamo prima

eik’p

) (g ) = - M / K dk!
otk r) == e L o r it —k—ie)

(1.61)

Ricordiamo il lemma di Jordan (con riferimento alla figura 1.2): se f(z)
e regolare sul semipiano superiore (compreso 'asse reale), salvo un numero
finito di poli, e se |f(z)] — 0 su I' (semicerchio di centro O e raggio R sul
semipiano superiore) quando R — oo , allora [ f(2)e"*dz — 0 per R — oo
em > 0. "

, . C

Nel nostro caso f(k') = T (ki +ie)? soddisfa alle condizioni richie-

ste, ed m = p e > 0. Quindi si puo applicare il teorema di Cauchy:

]f — 270 residui. (1.62)
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Im(K)

k+ie

Re(k))

k-ie

Figura 1.2: Integrale sul piano complesso

L’unico polo che interessa ¢ in k' = k + i, e quindi abbiamo

+ik|r—r|

G(i) k- ! :_i—e
o (ksr, x) 4 v —1'|’

(1.63)

avendo scritto direttamente la formule generale, valida per ambedue le scelte
di segno.

Sostituendo la [.63 nella [.50 si ottengono due funzioni d’onda, corri-
spondenti alle due scelte sul cammino d’integrazione:

U (k1) = 6 4 / G (e r, )V ()OS (k, ) (1.64)

Per capire il significato di Géi) e U studiamo il comportamento asintotico
(r — o0) della funzione d’onda.
Sviluppiamo |r — /| per 7 — o0, nell'ipotesi di interazione a corto
raggio:
V(r'y~0 se,r>R. (1.65)

Mentre r — oo, 7’ & vincolato a restare dentro R (vedi la figura [[.3), e quindi
r’' /r — 0. Possiamo effettuare allora i seguenti sviluppi:
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’

r-r

”'

Figura 1.3: Vincolisur e r’/

/ /

It —1/| — V/r2 412 — 2rr' cos 0 :r\/l—l— (r—)2 — 2" cosf ~ r—r'cosb,

r r
(1.66)
1 1
- 1.67
I — /| s (1.67)
6:I:z'k:|r—1r"| ~ eﬂ:ikreq:ikr’ cosG7 (168)

con cui possiamo scrivere la forma integrale asintottica della funzione d’onda:

+ikr
\D%)(k, r) — eikl‘ o 4&6— /eipikr’ cos@v(r/)qj(i)<k’ I")dr’. (169)
™ T

La forma asintotica per la funzione d’onda fisica di scattering, & la seguente:
ikr

U((k, 1) = e 4 f(l@)er . (1.70)

Qui e’ & l'onda piana incidente (le superfici d’onda sono piano ortogonali
ikr

alla direzione della particella incidente k), e l'onda sferica uscente nor-

malizzata (le superfici d’onda sono sfere con centro in O, ed r a denominatore
serve a rendere costante il flusso), f, coefficiente di proporzionalita fra le due
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& Pampiezza di scattering, kr & 'angolo (di scattering) fra la direzione delle
particelle incidenti k, e la direzione della particella uscente r.

Si osservi che, siccome siamo in fase stazionaria (f non compare esplici-
tamente), scrivere e?*" per le onde sferiche uscenti ¢ convenzionale, ma serve
poi da riferimento per tutto il formalismo.

Dal confronto fra le e 70 si ricava

Flkr) = =4 [ ™0V (U (i, x')dr, (L.71)
cui si puo dare una forma piu interessante.
Siccome 6 = rr’, ne consegue che cosf = %, e quindi:
L/
kr' cos = k- =k'-r, (1.72)
r

avendo posto
K =k (1.73)
r

I1 nuovo vettore k’ ha il modulo di k e la direzione di r (particella uscente),

ed & quindi il momento dello stato finale. Naturalmente & = £’ in quanto

stiamo considerando un processo elastico, in cui si conserva I’energia cinetica.
Con le nuove posizioni la [[.77] si scrive:

Fkk) = —ﬁ e TV (P (K, 1) dr, (1.74)
L’equazione [[.64 (detta di Lippmann-Schwinger), da una rappresentazione
integrale della funzione d’onda di scattering, tramite la funzione di GREEN,
o propagatore libero Gg, la cui espressione e data in [[.63. Esistono due
propagatori (Géi)), caratterizzati da due modi diversi di definire I'integrale
in Gy. Questi due propagatori sono connessi alle due funzioni d’onda W),
quella cosiddetta outgoing (\IJ(‘)), caratterizzata da onde piane + onde sferi-
che uscenti, e quella ingoing (¥(7)), costituita da onde piane 4 onde sferiche
entranti. La prima e la funzione d’onda fisica (tanto & vero che da essa deriva
I’ampiezza di scattering f) ma anche la seconda entra come ingrediente nella
teoria, come si vedra in seguito.

Come si e detto 'equazione di L.S. non da una soluzione al problema
dello scattering, ma solo una rappresentazione integrale della W. Essa e pero
importantissima per i seguenti motivi:

Contiene le condizioni al contorno;

E’ una forma globale che precede la decomposizione in momenti angolari
(tecnica di riduzione a 1 dimensione se I'interazione ¢ centrale);
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E’ il punto di partenza per ogni sviluppo perturbativo, e in particolare
per 'approssimazione di Born.
Osserviamo per inciso che ci sarebbe un terzo modo per eseguire I'in-

tegrazione in [[.60: fare la parte principale secondo Cauchy. Avendo gia
in

+ . . . .
calcolato G(() ) J, conviene ricordare I'importante relazione formale

1 1
P = +imd(z — ) 1.75
Tr— 29 T —xgEie imd(w — o) ( )

Noi abbiamo forme quadratiche (z = K2 xy = k%), e bisogna ricordare che:

S5(k — k')
2%

poiche dle(x — )] = ﬁ5(x — xp). Allora la [I.75 diventa

S(K? — K*) = 0[(K — k)(K + k)] =

1 1 i
P = + —6(K — k). 1.
k? — k2 k2 —k2+ie 2k ( ) (1.76)

Confrontando con la si ottiene

1 -

Gy (kier') = S[GEY (ks er') + G (ks '), (1.77)
avendo indicato con G¥ la scelta secondo Cauchy, e finalmente dalla si
ottiene
p cosklr —r'|

GE(k;rr') = (1.78)

4 | — |

L’espressione [[.74 per 'ampiezza di scattering, ¢ della massima importanza,
poiche con f e connessa la sezione d’urto, che e l'osservabile per eccellenza
in un processo di scattering:

do 9
) =11OPF (1.79)

Ricordiamo la definizione operativa di sezione d’urto (per il momento nel
caso dellinterazione elastica fra particelle puntiformi, a + b — a + b):

AP dna(0)
Q" T d,N, dQ

(1.80)

dove:
_dn;ée) e il numero di particelle a uscenti nell’unita di tempo in df2,
®, ¢ il numero di a incidenti nell'unita di tempo sull’unita di superficie, e

Ny, il numero di centri scatteratori b nel bersaglio investito.
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La definizione di sezione d’urto differenziale ¢

do dD(Jsen)

= 1.81
90" Tld (1.81)

Si noti che dimensionalmente la sezione d’urto € una superficie come deve.
La densita di corrente si calcola in base alla formula:

J = Re(¥*,vV), (1.82)

dove v si ricava dalla: Bk RV
V= — = —. (1.83)

m mi

Tutte le funzioni d’onda si intendono calcolate al valore asintotico. A parte
coefficienti che si elidono fra numeratore e denominatore abbiamo:

U, = X = 2, (1.84)
VVUine = D, V;,,2 = ike' 2, (1.85)
hk
m

Questo e un risultato classico. Le particelle che attraversano 'unita di super-
ficie nell’unita di tempo sono quelle contenute nel cilindro di base unitaria e
altezza v. Per quanto riguarda il denominatore abbiamo:

eikr
Vcar = f(e) P (187)
v\Ijscat = DT\I]scatfa (188>
h ) 5 Tk
dq)(Jscat) = ERe(\I}scatv V\I/scat>r df) = |f<0)| EdQ) (189>

avendo approssimato ikr — 1 ~ ¢kr, poiche siamo al limite di r — oo. Si
trova infine la [79.
Estendiamo adesso alla ¥ la trattazione formale gia usata per la ®.
Definiamo lo stato |k+ > (autostato dell’hamiltoniano completo H
relativo all’autovalore E, con le condizioni al contorno di tipo in— o out—
going), in modo che la sua rappresentazione coordinata sia:

<rlkt >= (27) 2 UH (k1) (1.90)

Se si spegne 'interazione (V = 0), |k+ >— |k >, definita dalla [[.30.
Osserviamo che

< plk+ >= / < pl|r>dr <rlk+ >= (27r)’3/e’iprdr\11(i)(k,r), (1.91)
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ovvero la rappresentazione momento dello stato |k+ > & la trasformata di
Fourier della funzione d’onda.

Consideriamo ’equazione di S nella forma [[.44, facendo riferimento alle
soluzioni con il corretto comportamento asintotico:

[E — Ho)¥D (k,r) = V(r)TH) (K, r). (1.92)
Consideriamo l’equazione formale
(E — Hy)k+ >= V]k+ >, (1.93)
e la sua proiezione sullo stato di coordinata
<r|E — Holk+t >=<r|V|k+ > . (1.94)

Inserendo una completezza in r nel membro di destra, la [L94 si puo porre
nella forma seguente:

[Ee%wmw&ﬁ:/<ﬂWﬂ>ﬁ@w&f% (1.95)
che coincide con la 92 se e solo se
<r|V|t' >=V(r)é(r —r'). (1.96)

Un potenziale che soddisfa alla [[.9G, ovvero che & diagonale in rappresenta-
zione coordinate, si dice locale.

Lo scattering (anche elastico) fra particelle con struttura (per esempio
'interazione nucleone—nucleo) porta alla definizione di potenziali piu generali,
non diagonali in r, ovvero non locali, per cui vale al posto della [.9G, la piu
generale relazione

<r|V|t' >=V(r, ). (1.97)

In questo caso 'equazione formale dello scattering ¢ sempre la [L93, ma la
sua rappresentazione coordinata non ¢ piu la [L92, bensi la seguente:

[Ef%@mwm@:/vmmawwmfy (1.98)

L’operatore V e tale che VW, calcolato in r, dipende dall’integrale della fun-
zione d’onda a tutto lo spazio, e come conseguenza 1’equazione di S. diventa
integro—differenziale. E’ un problema di interazione elastica fra particelle
estese.

Consideriamo adesso ’equazione [[.51] che definisce il propagatore libero
Go.
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L’espressione formale della [[.5]] & la seguente:
(E — Hy)Go(E) = 1. (1.99)

Trattandosi di un’equazione fra operatori (e non fra stati), per passare alla
forma esplicita bisogna non proiettare su < r|, ma fare il sandwitch fra < r|
ed |r' >:

<r|(E— Hy)Go(E)r' >=<r|r' >. (1.100)

Possiamo scrivere:
[E — Hy] < r|Go(E)|r' >=6(r —1'), (1.101)
che coincide con la [[.5]] se poniamo
<r|Go(E)|r >= Go(E;r,1'). (1.102)

Il propagatore ¢ per sua natura non diagonale in rappresentazione coordinata.
Se esiste 'operatore ——, definito dalle condizioni

E—Hy’
L (E — Hy) = (F — Hy) L =1 (1.103)
E — H, 0 “E—Hy, ’
moltiplicando la a sinistra per E+HO, si ottiene:
1
Go(F) = 1.104
(B) = 5= (1.104)

La natura di operatore integrale di Gy, gia implicita p. es. nella relazione
[L50, riemerge piu chiaramente nella [.T04, dove il propagatore ¢ espresso
come l'inverso di un operatore differenziale.

Occupiamoci adesso dello spettro di GGy. Consideriamo 'identita

(E — Hy)|K >= (E — E')|K >, (1.105)

che discende formalmente dalla [(34. Qui e nel seguito noi intendiamo che

k=+uE, K =\/uFE', k" =\/uE", senza specificarlo.
ia e moltiplichiamo ambo i membri della er Gg —
Sia F # F, Itiplichi bo i bri della [[.T05 per Go(E) —,

1 . S
5 Si ottiene:

e per
-——L—qkwy———l——mﬁ> (1.106)
(E — Hy) - (E-FE) ’ ’

Gli autostati di momento sono anche autostati di Go(E), con autovalori ﬁ,

escluso il caso ' = E’. Se pero modifichiamo la definizione [[.104 nel modo
seguente:

1 1
E®) =Gi(E) = = 1.1
GolB) =G0 (B) = 5 e, = B — (1.107)
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con la convenzione di fare il limite per ¢ — 0 dopo aver applicato 'operatore,
otteniamo due obiettivi:

—Si elimina la patologia,

—~L’operatore contiene anche le condizioni al contorno.

Con queste convenzioni si ottiene immediatamente I’espressione formale

per I'equazione di L.S. [L64:

k+ >= |k > +

. . . . 3 . .

Le e differiscono per un inessenziale fattore (27)2 in ambo i
membri.

Vogliamo ricavare adesso la cosiddetta soluzione formale dell’equazione

di L.S.
Riscriviamo la [C64 nella forma

TH (k1) = d(k,r) + o*) (k, 1) (1.109)
avendo posto ¢®)(k,r) = fG(()i)(k; r, )V (r ) U® (k, r')dr'= componente
sferica (in— e out-going) dell’onda.

Usando la [.T0Y, la [.44 diventa:
(E — Ho)(® + ¢F) = V(® + o). (1.110)
Ma, siccome (E — Hy)® = 0, si puo scrivere nella forma

(E—Hy—V)p® =V, (1.111)

ovvero
(E— H)p® =V, (1.112)

avendo introdotto I’hamiltoniano totale H = Hy+ V. Questa ¢ un’equazione
non omogenea vera, cui si puo applicare il metodo di Green esattamente come
per la [[L44, e si ottiene:

U (k) = e 4 / G (ks v, v )V ()™ dr, (1.113)
dove la funzione completa di Green, o propagatore totale GG, € soluzione della
(E — H)GPO (k;r,r') = 6(r — 1), (1.114)

A proposito della [LIT3 si parla di soluzione formale: soluzione in contrap-
posizione a rappresentazione integrale [.64, in quanto qui l'integrale va fatto
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sull’onda piana (nota) e non sulla ¥ (incognita); ma formale in quanto con-
tiene il propagatore completo G che, essendo soluzione della [L1T4 dipende
anche dall’interazione V' (calcolatore G ¢ difficile quanto risolvere il proble-
ma di scattering). In altre parole la [[.L1T3 differisce dalla (11) nel senso
che la difficolta ¢ stata spostata dalla funzione d’onda (¥ — @), al Kernel

Il segno £ su G definisce le modalita di integrazione, anche se in questo
caso non esiste un’espressione generale come la [.G3.

In analogia agli sviluppi precedenti, ¢ immediato dare un’espressione
operatoriale formale per la G-

G (F) E(i)l_ - (1.115)
il suo spettro:
S (V. SV (1.116)
(E®) — H) (E®) — B
e 'espressione formale della [LTT3, soluzione formale della [LI08:
k+ >= |k > +ﬁ\/|k >=[14+GH(E)V]k > . (1.117)

La [[.TT7 puo pero essere derivata anche direttamente dalla [LI08, nel modo
seguente.
Consideriamo l'identita operatoriale:

1 1 1 1 1 1
= (=) — = — (D — Q) — 1.118
di immediata verifica, e applichiamola a:
1 1 1 1
E®_H E®_H, E®_— 7 = Ho) g o,
1 1

Risolvendo otteniamo |’espressione:

L = L L Vv L 1.120
E® —H, E®_-H E®H_-H E® —H (1.120)

che puo esser messa nella forma:

GE(E) = G5 (E) + GF(E)VGE(E). (1.121)
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Sostituiamo nella TT0OR otteniamo:

1
kt> = |k>+——7—-V]k+ > — V(ik: > -k >) =
| k>t w5V adl k>)

B —
1

————Vk 1.122
— k> (1122)

che e la [[LIT7. L’esempio e assai interessante: il calcolo formale ¢ rapido e
congloba nell’operatore le condizioni al contorno.

1.3 Ampiezza di scattering, operatore di Moel-
ler, matrice transizione e matrice di scat-
tering

Il problema centrale della teoria dello scattering e il calcolo della sezione
d’urto, e quindi dell’ampiezza di scattering. Prendiamo ’espressione [.74 e
scriviamola in forma astratta:

FkE) = - (2m)F < K|’ > dr’ < 1/|V|k+ > (27)2, (1.123)
7

Oovvero: .
fkE) = =27 < K|V |k+ > . (1.124)

Questa espressione e molto interessante: f e proporzionale all’operatore V,

brakettato fra 'onda piana uscente, e lo stato stazionario outgoing. C’¢ una

asimmetria nel membro di destra: V' e brakettato fra stati di natura diversa.

Per migliorare formalmente quella espressione, diamo le seguenti definizioni.
Definiamo un operatore {2, tramite I’equazione seguente:

k+ >=Qy |k >. (1.125)

Q) & detto operatore di Moller: applicato a uno stato imperturbato, lo tra-
sforma in uno stato stazionario outgoing.
Quindi definiamo 'operatore transizione 71" tramite I’equazione seguen-
te:
T=VQ,; [Tk >= |[Vk+ > (1.126)

Con queste definizioni la [.T24 puo essere riscritta come segue:

FkK) = —2m%u < K| Tk >= —272uT'(k, K'). (1.127)
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L’ampiezza di scattering f e la rappresentazione momento della matrice T,
fra gli stati finale e iniziale.

Tutto questo e elegante e vedremo che sara anche utile, ma solo formale.
Dalla [.124 alla [.127 la difficolta & stata trasferita dal ket (Jk+ >— |k >
) alloperatore (V' — T). Inoltre vedremo piu avanti che la asimmetria
congenita nella [.124 si ritrova in una congenita patologia di €.

Gli operatori €2, e T" non sono noti come V', ma si devono ricavare da
equazioni operatoriali che derivano dalla L.S.

Sostituendo la [[.T27 nella [.T0§ e [L.T17 rispettivamente si ottiene:

QUk> = 1+G(E)V]k>. (1.128)

Queste sono equazioni fra ket, da cui si ricavano finalmente le equazioni fra
operatori:

Q+ - 1 + GS_VQ+,
Q, = 1+G7V, (1.129)

che sono rispettivamente I’equazione per 2 e la sua soluzione formale f. Mol-
tiplicando a sinistra per V, si ottengono le analoghe relazioni cui soddisfa

T:

T = V+VGIT,
T = V+VGTV. (1.130)

A questo punto conviene approfondire il discorso sugli stati e operatori che
abbiamo introdotto.

Premettiamo alcune definizioni e notazioni:

Se ¢ & un numero complesso, |x >, |y > sono stati, e O = & un operatore,
allora indichiamo con ¢* il complesso coniugato di ¢, e con O = il coniugato
hermitiano di O =. Quest’ultimo ¢ definito dalla condizione che, se

ly >= Oz >, (1.131)

allora
<yl =< z|O". (1.132)

211 significato delle eq. sta proprio nelle equazioni precedenti: una relazione fra
operatori implica I’equivalente relazione fra stati, per tutti gli stati dello spazio in cui gli
operatori sono definiti.
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Dato un qualsiasi |z >, &
< zly >=<y|z >7, (1.133)
e sostituendo le [[LI31, [.132:
< 2|0z >=< z|Of|z >*=< O'z|z > . (1.134)

[Si distingua fra la croce latina del coniugato hermitiano e la croce greca di
outgoing].
Formalmente, in linguaggio matriciale,

o' = 0, (1.135)

ove O significa matrice, O = matrice trasposta (O;; = O;;). Si ricordi
I'importante proprieta, di verifica immediata:

(0,0,...0y)  =0L0%_,...0l. (1.136)
Ricordiamo infine le seguenti definizioni: O e autoaggiunto se
O = 0", < 2|0y >=< y|O'|z >*=< y|O|z >* . (1.137)
Nel caso particolare z = y, se O ¢ autoaggiunto
< z|Olx >=< 2|0z > . (1.138)

Gli elementi diagonali dell’operatore autoaggiunto sono reali. Ovvero gli
autovalori dell’operatore autoaggiunto sono reali.
O ¢ unitario se

00'=00=1; O'=0"1 (1.139)

La seconda equazione si ottiene moltiplicando la prima per O~
Finalmente O ¢ isometrico se

0’0 =1. (1.140)

Ovviamente un operatore unitario ¢ anche isometrico, ma non viceversa.
Come faccia un operatore ad essere isometrico e non unitario ¢ una questione
delicata che verra ripresa piu avanti.

Esaminiamo alcuni degli operatori gia introdotti:

H, ¢ autoaggiunto (vedi le equazioni [[.35, [.36, [.37).
Lo stesso vale per H (nel suo spazio che ¢ lo spazio |k+ >).

<k +£|Hk+ >=4§Kk —k)F =< HK' + |k >, (1.141)
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dove pero si € usata una ortonormalita che verra dimostrata piu avanti

(LI50).

Il propagatore invece non ¢ autoaggiunto:

<K|G(2)|k >= (z +ie — E) '6(k — K), (1.142)

<K|GHF)k> = <GP Kk >=
=< (z4ie—E)'¥|k> = (*Fie—E)'5k-k), (1.143)

Attenzione: quando si estrae il numero dal bra, bisogna asteriscare!
Quindi f:
GH1(2) = 6P (). (1.144)

Adesso occupiamoci della normalizzazione dell’onda distorta.
Coniughiamo la [LIT7:

1
! . / !
<k i|_<k|+<kV7E’¢—H’ (1.145)
avendo tenuto conto che il coniugato di ﬁ‘/k’ > e
W(—1 v ' Wyt (Lt ' KV 1.146
= <E’i—H > - (E’i—H> =< KVim—pl  (L16)

Chiudiamo questo bra sul ket |k+ >:

EF—H
<K[Vkt >, (1.147)

<k +kt> = <kKlk+t>+<K|V |kt >=

1
. /
= <k|ki>+—E'¢—E
avendo fatto operare a destra il propagatore completo. Adesso sostituiamo
la [[L.TOY nel ket nel primo termine del terzo membro della [LT47:
<k'tlk+ >=<k'k >+ <K/

Vik+ > + <K|V|k+>.

(1.148)
Facciamo operare a sinistra il propagatore libero nel secondo termine del
secondo membro (in questo caso si opera a sinistra come a destra lasciando

1
E* — H, E+—E

3Questo nel caso in cui la definizione di G sia estesa a una variabile complessa z.
L’argomento della continuazione analitica nel piano compresso k = z verra ripreso piu
avanti
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invariato il £. Cio che succede in realta e che si inverte due volte, per fare il
coniugato hermitiano e per estrarre il bra):

1 1
o T o) <KIVIkE> (L149)

0

<k + |k >=< K|k > +(

e quindi

<k + |kt >=< K|k >=§(k' — k). (1.150)

L’onda distorta e normalizzata come 'onda piana. Questo richiede alcuni
commenti.

< rlk+ > & la soluzione completa e contiene il potenziale, quindi ogni
proprieta della < r|k+ > dovrebbe presupporre la specificazione del poten-
ziale. Cio non e vero per la [[.T5J, e il motivo e il seguente: la norma di
< rlk£ > diverge (come la norma di < r|lk >), ed ¢ definita solo nel senso
le distribuzioni; quindi il contributo del finito (cui partecipa V') ¢ irrilevante.
Questo e il senso di quella parte della dimostrazione in cui si verifica che il
termine contenente V' sparisce.

Per quanto riguarda la completezza delle |k4+ >, il discorso & piu
complicato.

L’onda piana |k >, autostato di Hy, forma una base ortonormale dello
spazio di Hilbert H. Per quanto riguarda gli autostati di H, bisogna tener
conto del fatto che, accanto allo spettro continuo |k+ >, definito dalla

Hlk+ >= E|k+ >, (1.151)
ci puo essere uno spettro [n > di stati legati, definiti dalla
H|n >= —By|n > (B, > 0). (1.152)

Lo spazio H si puo scrivere come somma diretta del sottospazio B (scandito
da |n >, bound states), piu il sottospazio S (scandito da |k+ >, scattering
states):

H=BES. (1.153)
Ogni |n > ¢ ortogonale a ogni |k+ >:
< nlk+x >=<k=+|n>=0. (1.154)

Ora fra i |k+ > ci sono come casi particolari anche i |k >. Quando
V —0,B — 0eH edS tendono ambedue allo spazio scandito da Hy. Quindi
possiamo dire che mentre |k > ¢ definito in H, ed ivi completo [.29, |k+ >
non e completo in H, ma solo in §, e in H vale I’equazione seguente:

/\ki>dk<ki\+2\n><ny:1, (1.155)
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ovvero, piu dettagliatamente:

/|ki>dk<ki| -1 inS,
Y n><n| = 1 inbB,

n

1inS@1inB = 1inH. (1.156)

Queste considerazioni hanno conseguenze drammatiche su €24 che tra-
sforma |k > in |k+ >, e quindi mappa H in S.
Vediamo quali:

Q. e definito in ‘H e mappa H in S.

Definiamo Q) in base alla Qf [k >= [k > .

Ql ¢ definito in § e mappa S in ‘H. E’ evidente che su S, QL =0z
Ma < n|Q4lk >=<nlk+ >=0 perche B LS.

T Quindi < k|Ql|n >= (0 per tutti i k in H e per tutti gli n in B. Quindi
Q:I: =0in B

In definitiva

Q= O7'inS
= 0in B
= indefinito in H. (1.157)
Ne consegue che
QL0 =1inH (1.158)

perche € & definito in H, mappa H in S, e successivamente Qf & definito in
S.

Invece Q) non & definito in H, perche non lo & QL

Quindi © & solo isometrico e non unitario. Adesso definiamo la matrice
di scattering S, tramite la relazione seguente:

<k’ — k+ >=< K|Sk > (1.159)

dove si intende che k' & il momento finale (k' = k). La matrice S, in rap-
presentazione momento fra stato finale e iniziale, da ’overlap fra lo stato di
scattering finale ingoing, e lo stato di scattering iniziale outgoing.

Adesso ricordiamo che

Lk >=|k+>; [Q K >=|K->; <KQ |=<k —]| (1.160)
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Sostituendo nella [Th3:
<K Q. |k >=< K|Sk >, (1.161)
e quindi:
S=0q,. (1.162)

Partiamo dalla definizione [[.159, e calcoliamo l'overlap < k' — |k+ >, con
tecniche molto simili a quelle usate per il calcolo di < k' + |k+ >. Si tratta
sempre di fare un uso combinato dell’equazione di L.S. e della sua soluzione
formale:

1
1
/ _ / / —
<k—|k+>—<k|k+>+<kvm|k+>—
1
=<Kk K|—Vk K|V————lk+ >=
<Klk>+< |E+_H0V|+>+< ]VE,+_H|+>
1 1
=<Kk > +( + ) <K|V]k+ > . (1.164)

Et—E ' E+—E

A questo punto la dimostrazione si scosta dalla precedente in quanto il termi-
ne fra parentesi tonde non ¢ nullo (almeno sull’energy shell come vedremo),
e quindi resta un overlap che dipende dall’interazione.
In generale vale la seguente identita:
€

lim —— = wd(x). 1.165

e—0t €2 + 12 (%) ( )
Consideriamo (con riferimento alla figura [[.4) la funzione

€

= 1.166
Yy €2 + $2’ ( )
che gode delle seguenti proprieta:
Eli%zosex#o;eli_)rglo:oosex:();/ ydx = . (1.167)
Si tratta di un altro modo per generare la delta di Dirac.
Allora:
1 1 2i€e
— =— —2mid(E — E'). (1.168
F-Ftie E-F—ic (F-Fpse o ) (1.168)
Quindi
< k' — |k+ >=< K|l - 2mid(E — E")Tk >=< K'|S|k >, (1.169)
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avendo ricordato la definizione della matrice transizione.

A proposito del secondo membro dell’equazione precedente, si osservi
che anche da < k’|1|k > si puo estrarre una 6(E — E’). Quindi da < kK'|S|k >
si puo estrarre una 0(E — E’), ovvero S & definito solo sull’energy shell.

Per confronto con la [.T5Y si ricava la seguente fondamentale relazione

fra matrice S e T"
S=1-2md(E— ET, (1.170)

dove si intende che gli operatori vanno brakettati fra < k’| = momento finale,
e |k >= momento iniziale. Con la seguente definizione di § di un operatore:

§(E — Hy) |k >=6(E — E")|K >, (1.171)
possiamo riscrivere la [LT70 nei modi seguenti:
S=1-2mié(E — Hy)T (1.172)
essendo FE l'energia dello stato iniziale. Infatti:
< K|Sk >=<k'|k > —2mid(F — E') <X|T|k > . (1.173)
Oppure possiamo scrivere

S =1-2miTs(E' — Hy), (1.174)
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essendo E’ 'energia dello stato finale. In conclusione 7" puo esser definito
anche fuori dell’energy—shell, ma S contiene la §( £ — E’), ovvero I'interazione
avviene sull’energy—shell: < k|S|k’ >=1se E # E'.

S ¢ unitaria. Verifica:

< ¥K|SSTk >=
= / <K|Sk” > dk” < Kk’|ST[k >= / < K|S|k” > dk” < k|S|k” >*=

:/<k’—|k”+> Ak’ <k — |k’ + >*:/<k/—|k”+>dk” <K+ |k >=

=<k —|k—>-> <k —|n><nk->=<k — k- >=
=< k'|k >,

avendo fatto uso delle equazioni [.134], [.T59, [.T55, [[.T50, e del fatto che B
e ortogonale a §. Finalmente dal confronto fra il primo e 'ultimo membro,
e ripetendo la dimostrazione per STS, si ottiene:

SST =819 =1 (1.176)

che ¢ 'unitarieta.

Dall’'unitarieta della matrice S discende il teorema ottico, che e 1'u-
nitarieta trasferita da S a T' e calcolata in avanti (quindi il teorema ottico
coinvolge I'ampiezza di scattering in avanti e la sezione d’urto integrale).

Dalla proprieta
o(x)

olf(z)] = 0f Jdz’ (1.177)
si ricava 1'utile identita
5(E) = %5(/@, (1.178)

[vedi le equazioni [I| e [[.7]. Adesso applichiamo 'unitarieta [[.I7q alla forma
2
[1+27i0(E — Ho)T'|[1 — 276 (E — Ho)T) = 1. (1.179)
Abbiamo:
T" —T = 2niTV6(E — Hy)T. (1.180)

Questa e 'unitarieta in termini di matrice T. Adesso brakettiamo la [.I80 fra
< k| e |k >. Cio che troveremo (teorema ottico) sara fisicamente rilevante,
ma meno generale della [.I80. Brakettare fra < k| e |k > significa considerare
lo scattering in avanti [§ = kk = 0].

<k|TT - T|k >=2mi < k|T'6(E — Hy)T|k > . (1.181)
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Sviluppiamo i due membri separatamente:

< K[TT-T|k >=< k|T|k >* — < k|T|k >= —2iIm < k|T[k >= ——Im[f(0°)],
T

(1.182)
avendo ricordato la [L127. Quindi:

2ni < k|TT6(E — Hy)T|k >=
= 2mi / <k|T'K > dk' < K[|0(FE — Hy) |k’ > dk” < K'|T|k >=

= omi / < K|T|k >* dk' L 5(k — k7)0(K — K7) dk” < K| Tk >=

2%
= % /| < k/|T|k > |25(]€ _ k/)ka Ak’ d];,/ _

ik S
= ik /| <K|T|k > [ di = 4;3M/|f(kk’)|2dk:’, (1.183)

essendo ricorsi ancora alla TI127.

Adesso dalla 79 abbiamo:

— 9 d
/|f(kk’)\2dk’ = %dQ = o(F) = sezione d'urto integrale.  (1.184)

E finalmente, mettendo a confronto i due membri:
4 Im f(0°) = ko. (1.185)

Questo ¢ il teorema ottico. E’ importante perche mette in relazione due
osservabili: la sezione d’urto integrale, e 'ampiezza di scattering in avanti.
Si applica allo scattering di neutroni perche se ¢’e anche la coulombiana, i 2
membri divergono.

1.4 Serie perturbativa, approssimazione di Born

e formula a due potenziali

La rappresentazione integrale e il punto di partenza per qualsiasi tipo di
approssimazione alla teoria dello scattering.
Per ottenere la serie perturbativa si itera sulla [.108:

k+ >= |k > +G{PVIk > +GHEVEFT VK > +... (1.186)
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I1 1° termine da I'approssimazione zero in assenza di interazione:
k+ >~ |k > . (1.187)
Il passo successivo e 'approssimazione di Born
k+ >~ |k > +GEV]k > . (1.188)

Esplicitando per le outgoing, abbiamo:

zk\r r \

T (k1) = e — ey (1.189)

]
La regola ¢ quella di sostituire ¥ — @ (ovvero Q2 — 1, T' — V) all'interno

dell'integrale. Cosi per esempio 'ampiezza di scattering [L127 diventa in
approssimazione di B:

Lﬂ%ﬁ):-—m¥u<<kqvu<>:-5£i/eW“”FWqW)df. (1.190)

L’ampiezza di scattering in approssimazione di B ¢ data dall’elemento di
matrice di V' (anziche di T') in rappresentazione momento, e quindi ¢ la
trasformata di Fourier del potenziale.

L’integrale sugli angoli si esegue facilmente. Per eseguire I'integrale as-
sumiamo k-k’=q (momento trasferito)= asse z; kk’=60 = angolo di scattering.
Si ottiene:

e 1 — . / /\,
f(Q) - — “271’/ 2 dr’ V(T,)/ d(COS qr/)ezqr cosqr’ _
47 0 1
1

—Z [ V() singr ¢ dr' (1.191)
qJo

Finalmente, siccome ¢=2k sin(6/2), abbiamo:

f(0) = ~ 5 31116/2/ ) sin(2kr sin (8/2))r dr, (1.192)

ampiezza di scattering in approssimazione di Born. L’approssimazione di B
e buona solo se l'interazione ¢ debole rispetto all’energia in gioco, e quindi
e scarsamente utile in fisica nucleare. Di grande utilita ¢ invece la formula
a due potenziali (o formula di Gellmann-Goldberger), che vedremo adesso, e
I’approssimazione che se ne ricava.

Supponiamo di poter scomporre I'interazione:

V=V,+ W, (1.193)
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in modo che sia nota la soluzione del problema imperturbato (V5). Suppo-
niamo nota la funzione d’onda imperturbata

k+£0>=k>+ Volk > . (1.194)

E* —Hy— Vi

Il problema si puo allora sviluppare a due stadi, esprimendo la soluzione
completa |k+ >, in funzione della soluzione imperturbata |k +0 >:

1
EX—Ho—Vo— Vi

[kt >=|k+0>+ Vilk£0> . (1.195)

La [[LT93 e intuitiva, e si ottiene alla stessa stregua della [[.T17, suddividendo
I’hamiltoniano completo nella forma H=(Hy+ Vy)+ Vi, anziche H=Hy+(Vo+
V7). Bisogna quindi operare le sostituzioni formali (rispetto alla [.TT7):

|k > (onda piana) — |k £0 > (onda distorta imperturbata),

Ho(ham.cinetico) — Hy + Vo(ham. imperturbato),
V(= H — Hy) — Vi(= H — Hy — V) = perturbazione,

mentre ovviamente
H — H(ham. completo),

|k+ >— |k£ > (soluzione completa).

Scriviamo la matrice 71"
< KTk >=<K|Vy + V1[k+ >=< K'|Vi|k+ > + < K|Vi]k+ >, (1.196)
e dimostriamo il notevole teorema (formula a due potenziali):

<K|Tk> = <K|VWlk+0>+ <k —0|Vik+ >=
= <K|Thlk >+ <k' = 0|V1]k+ > . (1.197)

La formula a 2 potenziali (2° membro della .19, mentre il 3° membro da
solo la definizione di matrice 7' imperturbata), rappresenta solo un riarran-
giamento di termini rispetto alla [[.196, ed ¢ esatta. Da una parte |k+ > si
semplifica in |k + 0 >; dall’altra < k’| si complica in < k’ — 0|. Ma siccome
la soluzione del problema imperturbato e nota per ipotesi, complessivamente
ci si guadagna.

Come si ¢ gia detto il risultato [[.L197 ¢ esatto (una semplificazione &
compensata da una complicazione: non ci sono miracoli). Ma se V; << Vj,
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cioe se V] e effettivamente una perturbazione, allora 'approssimazione (di
tipo Born), da introdurre nella [[.197 & ovvia:

<K|Tk >=<K|THlk >+ <k' = 0|V1]k+ 0 > . (1.198)

Questa formula ¢ nota come DWBA (Distorted Wave Born Approximation),
anche se con DWBA si intende pitt comunemente un’approssimazione piu
complessa, che si usa in teoria delle reazioni nucleari con riarrangiamento.
La locuzione ”onde distorte”, si riferisce al fatto che il potenziale perturbativo
V1 va proiettato non fra stati di onda piana, ma fra stati di onda distorta (in
modo noto) dal potenziale imperturbato V4.

I vantaggi della DWBA rispetto alla BA sono evidenti: per la validita
della BA ¢ necessario che il potenziale sia perturbativo rispetto al termine
cinetico (questa e una condizione oggettiva; se non e verificata non c¢’e nulla
da fare). Nella DWBA bisogna che sia V; << Vj, e questo si puo ottenere
con un’opportuna separazione di V.

Per verificare la [[L.T97, bisogna sostituire gli stati sottolineati nelle [.196G

e [CI94.
Definiamo

e scriviamo per chiarezza tutte le L.S., relative ai diversi modi di separazione
del problema:

1
k+ >= |k —V]k+ 1.2
[kt >=| >+Ei—HOV| >, (1.200)
1
1
k+ >=k+0> +7Ei - H(/)V1|k:|: >, (1.202)
1
1
k+ =k —Wlk* 1.204
k+£0>=] >+Ei_H0V0’ 0>, (1.204)
1
— 4o
Dalla T203: )
K>k -0>—-——————-V|k > 1.206
| | 51—, (1.206)

(E = E’ perche siamo sull’energy shell).
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Passiamo al bra:

1

<K|=<kK-0-<kKVy——F+—+|
| ’ 0E+_HO_‘/O|

(1.207)

Sostituiamo la [.203 nel primo termine e la [[.207 nel secondo termine del
terzo membro della TT9@.

1
Et—Hy—Vo—V1
Vilk+ > . (1.208)

<K|Tk>=<K|VWk+0> + <KV Vikk+0> +

1
k' — k — KVoer——
+ < 0|V |k+ > < |VOE+—H0—V0

Adesso dimostrare la [LT97 equivale a dimostrare che

1
EtY—Ho—V - Wi

Vilk +0 >= Vilk+ > . (1.209)

E*t —Hy—Vy
Dall’identita [L118, 1° e 3° membro, si ha:

1 1
Et—Hy—Vo—Vi  Et—Hy—V,
1 1
_ Vi 1.210
Et—Hy—Vy, ' Et—Hy—Vo—V;’ (1.210)
e quindi
! Vik+0> = ! Vilk+0 > +
E+t —Hy—Vy—V; ! T Et—Hy—Vp !
1 1
———Vi(lk+ > -k+0>) = ——F—V|k+ >(1.211
TECH T ((k+ > —k+0>) i k4 >(1.211)

che dimostra la [[.209, e quindi la [[.197 (I'uguaglianza fra primo e secondo
membro si dimostra in base alla [.203).
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Capitolo 2

La decomposizione su stati di
momento angolare

2.1 Generalita

La teoria formale dello scattering fornisce relazioni operatoriali compatte.
Se il potenziale ¢ centrale, il momento angolare ¢ una costante del moto.
La teoria formale e efficace perche esiste la ricetta per attuare lo svi-
luppo multipolare (in autostati di momento angolare) a qualsiasi stadio
intermedio della teoria.
La chiave per la ricetta, e essenzialmente lo sviluppo multipolare del-
I’onda piana, come vedremo piu avanti.
Il laplaciano [[.17 si puo scrivere nella forma

1
2 w2 2
\V4 _v’"__TQL’ (2.1)
dove
L=rxk=—irxV (2.2)

(vedi ), & I'operatore momento angolare. E un operatore hermitiano, che
soddisfa alle regole di commutazione [L,, L,| = iL, e cicliche. Come & noto,
per un operatore siffatto esiste una rappresentazione standard in cui sono
contemporaneamente diagonali L? ed L,. Le corrispondenti equazioni agli
autovalori assumono la forma seguente:

LY™(F) = U+ DY (),
LY™(F) = mY"(7), (2.3)
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dove [ = 0,1,2...;, e, per ogni I, m = [l — 1... — [ + 1,—[. Gli autostati
contemporanie di L? ed L., sono le armoniche sferiche Y™, che (secondo le
convenzioni di Condon e Shortly), si definiscono nel modo seguente.

Per m > 0 si scrive

R (2l +1)(l —m)! ,
ym — (_\m pPm e 2.4
() = () J S e, (24)
mentre per m < 0 si usa la formula
Y () = (=)"Y(F). (2.5)

[ polinomi associati di Legendre P/™(0) si calcolano in base alla

A
QWPI (6), (2.6)

e i polinomi di Legendre:

1 d!

Fi6) = 211 d(cos 6)! (

—sin? )" (2.7)
Le Y cosi definite formano un set ortonormale completo:

[V @O @i = b,

DY) = o — ), (2.8)
Ilm
dove si intende che [ = 0,1,... e m = [,l — 1,... — [. Possiamo introdurre

anche per gli autostati di momento angolare una scrittura formale, definendo
il ket |lm > in modo che la sua rappresentazione < 7| sia I’armonica sferica:

< Tllm >= Y™ (7). (2.9)

E’ immediato verificare che le condizioni P.§ implicano le seguenti relazioni
di ortonormalita e completezza nello spazio Im :

<lm]l'm'> = (5”/5mm/,
Y lim><im| = 1, (2.10)

lm

e nello spazio 7:
< Pl >=6(F — 1),
/|f>df<f~| ~1. (2.11)
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Le equazioni £.10, Z.T1 mettono in maggior evidenza una proprieta gia insita
nelle 2.8: la dissimmetria degli spazi duali [m ed 7, 'uno discreto, I'altro
continuo.

Per concludere queste definizioni introduttive, riassumiamo alcune ben
note proprieta delle Y:

il subset Y;? & proporzionale ai polinomi di L:

v2(0) =2 B) (2.12)

—Le condizioni determinano la normalizzazione dei F:
2
20+ 1

1
/ P(0) Py ()d(cos §) = S (2.13)
-1

—In onda S deve essere ovviamente m = 0, e la Y e una costante
determinata dalla normalizzazione (caso di simmetria sferica)

5m0
ym = 2.14
= (2.14)

—Teorema di addizione delle armoniche sferiche:

DY (R)Y"(7) =

m

Ut~ 241

dove k ed # sono due versori, ovvero due punti sulla sfera unitaria, e kr o
I’angolo fra i due versori. Questa ¢ 'operazione di contrazione di due tensori
sferici irriducibili, che da uno scalare invariante per rotazioni del riferimento.
Infatti ruotando il riferimento, cambiano separatamente k ed 7, ma resta
invariato I’angolo fra essi compreso kr.

—Regola di accoppiamento delle armoniche sferiche:

YY) = Y J i

L
< Iml'm/ |l L,m +m' >< 10U0[II'LO > Y™ (7), (2.16)

dove si sono introdotti i coefficienti di Clebsh-Gordan, e dove si intende che
L=1+40U,14+1U—-1..[l—1]. Questo e un prodotto tensore fra due armoniche
sferiche di stesso argomento.

Consideriamo 1’equazione libera [.T5 di S.
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Come al solito partiamo dal problema imperturbato per costruire gli
elementi fondamentali con cui rappresenteremo tutto il resto.
Usando la 2.1 possiamo scrivere

L2
(Vi— = +k)o(k,r)=0. (2.17)
r
Sviluppiamo ® in armoniche sferiche. Anzi, siccome k = asse z, e c’e

simmetria cilindrica, bastano le Y:
k
okr)=Y #yﬁ(e)). (2.18)
z r

Sostituiamo nella 217, e ricordiamo la prima delle .3 e la [L.T7. Isoliamo
un termine generico della sommatoria tramite integrazione sugli angoli e uso
dell’ortonormalita P.§. Usiamo la proprieta

2Pl 1d*p
w__-= 2.19
Vi roordr?’ (2.19)
ed otteniamo finalmente 1’equazione radiale libera di S:
e I(1+1)
=z T <k2 ———5|a=0 (2.20)

Il termine —l(%l) accanto a k? & un potenziale aggiuntivo dipendente da I,

che discrimina fra loro le componenti di momento angolare. Esso prende il
nome di potenziale centrifugo.

La ¢ un’equazione differenziale, lineare, del 2° ordine. Per rap-
presentare le soluzioni della P.20, noi faremo riferimento alle funzioni di
Bessel-Riccati F', e Riccati-Newmann G:

Fitkr) = A/ g,y (br) = krah),
Gi(kr) = \/kgﬂ(—)lJ_l_%(k:T):krnl(k‘r). (2.21)

dove le J; sono le ordinarie funzioni di Bessel, e j; sono le funzioni di Bessel
sferiche.
Le F e G si possono calcolare tramite le seguenti formule ricorrenti:

Fy=sinkr ; Gg=coskr
in k k
Fl_sm r—coskr : G1:COS T+Sinkr
r r
20— 1 20— 1
I = FLi—F_o ; G=—=.G_—G_ 2.22
! o Lt -2 1 oy i1 1—2 ( )
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Le F sono regolari e le G irregolari all’origine:

(kr)i+1 (20 — 1)

G 2.2
@+ e (k) (223)

—
r—0

Il comportamento asintottico delle F' e G e quello di sin e cos, con uno
sfasamento dipendente da [:

Fl:o sin(kr —Im/2) ; Gl:o cos(kr —Im/2). (2.24)

In onda S(I = 0) la .20 ¢ I'equazione dell’oscillatore armonico, ed F' e G
sono sin e cos (vedi la prima delle 2.23). E’ utile avere anche le soluzioni che
si comportano come e**" in onda S: sono le soluzioni che noi chiameremo
outgoing (OT) e ingoing (O7) rispettivamente:

k
OFf = Gi+iF, =krhy = z,/gH,@m.

k
Gy —iFy = krh = —i ng(i)l e (2.25)

O; =0}

Queste sono anche dette di Riccati-Hankel.
Per queste nuove funzioni ¢ immediato derivare le formule ricorrenti:

O(:)l: — e:l:ikr
1 . ikr
o = (g
20 —1
Of = 701+_1 — O, (2.26)

e gli andamenti asintottici:

20— 1! ,
0 ' W) G OF e (2:27)

Per comodita diamo le relazioni inverse delle P223:

_of+or . _Or-0Or (2.28)

G .
: 9 ’ 2%

che sono formalmente identiche alle formule di Eulero.

Per finire sara utile scrivere il Wronskiano (indipendente da r):

dF; daGy
Wi=Gi dr : dr k (2.29)
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Quindi I'equazione B.17 e soddisfatta se nella P.I8 si pone una generica

espressione del tipo
o1 = Ay + BiG. (2.30)

Ma il nostro scopo ¢ pilt ambizioso: noi abbiamo definito in R? lo stato |k >
che ¢ 'onda piana normalizzata, e vogliamo connettere questo con gli stati
]/% > |lm > che definiscono lo sviluppo multipolare. Introduciamo in R? lo
stato |plm > cosi definito dalla sua proiezione sulla coordinata:

o(r — o(r —
< rlplm >= M < 7|lm >= QYIW(?). (2.31)
Analogamente introduciamo |plm > nello spazio dei momenti:
op—Fk - op—k .
<MMm>:l%rl<kmn>:l%;lEWM. (2.32)

Le condizioni di ortonormalita e completezza su |[r > e |k > si traducono
nelle seguenti relazioni per gli stati teste definiti:

/)’
2.33)
2.34)

< plml|p'l'm’ >= 61 0mmd(p — p') 5 < plm|p'I'm’ >= 61O d(p — p
(
Z/|plm>dp<plm|:Z/|plm>dp<plm|:1. (

Im Ilm

Inserendo la .34 nella < r|r’ >, e sviluppando, si ottiene la ben nota identita

6(7”—70’)'

rr!

5(r —1') = 8(7 — ) (2.35)

Adesso scriviamo 'espressione dell’onda piana, introducendo due completez-

ze di tipo B.34:

<rk> = > / < r|plm > dp < plm|pl'm’ > dp < pl'm'|k >=
Iml'm/
o < TImIKIm >
=Y v S ey, (2:30

Iml'm/

Calcoliamo il braket < rlm|kl'm’ >. Osserviamo anzitutto che per l'inva-
rianza rotazionale deve essere:

< rlm|kl’m/ >= 5”/(5mm/q)l(k}’f’). (237)
Infatti, se e solo se quella e la forma, ’'onda piana si scrive (grazie alla 2.15):

(I)l(kT) — . @l(k;r) 2l +1 —
<k >= 30 SIS Y R () = 30 L [T R, (2.38)
l m l
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che & invariante per rotazione. Se imponiamo a ®;(kr), soluzione dell’equa-
zione radiale di S, di essere regolare all’origine, deve essere:

o,(kr) = A E(kr), (2.39)

dove A e una costante complessa.
Calcoliamo adesso A; tramite la normalizzazione dell’onda piana [[.20,
ovVero:

/ <K|r>dr <rlk >=<k|k>. (2.40)
Sostituendo abbiamo:

. W ET)FL(RT) o s i s Sk —k) -, -
zz,\: A AA/d dr I(Tklyz (MY (K)YL(R)YL" (k) = (T(S(k/_k)-
mp

(2.41)
Tenendo conto della prima delle 2.8 e della normalizzazione
/ Fy(kr)Ey(K'r)dr = gé(k oy (2.42)
otteniamo: - R R o
5 D APY(R)Y (K = 6k — k), (2.43)
lm

che, data la seconda delle @, impone A; = \/g a meno di una fase. Affinche
sia soddisfatta la time reversal questa fase non puo essere 1, ma deve essere
presa uguale a i' = ¢z, Abbiamo quindi:

/2
< rlm|kl'm’ >= it | —i' Fy(kr), (2.44)
™

<rlk>= \/722)””

Questo corrisponde ai noti sviluppi dell’onda piana:

ovvero:

(k). (2.45)

‘ 4 i
gk _ %Zilﬂ(kr)}/}m*(k)lﬁm(f%
Im

e = 1/47r(25+1)%zl:z’l11«}(lm~)Y,0(15a). (2.46)

Se introduciamo nell’onda piana una sola completezza in plm otteniamo:

< rimlk >

; (2.47)

<rlk>= Z/ <r|plm > dp < plmlk >= ZYzm(f)
Im Ilm
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Confrontando con la si ottiene

1ol R 2 F R
< rimfk 5= Y SR > e e 2 B ey (2.48)
T

k k

I'm’
E interessante scrivere I’analoga della :

< klm|r >= \ﬁrlwyﬁ*(m. (2.49)
s

r

Ma la cosa piu interessante e ricavare dai primi due membri della .48 lo
sviluppo multipolare formale del ket |k >:

1 .
k>=>"|kim > 7 < Im|k > . (2.50)

Ilm

Vale ovviamente 1’analoga per |r >:

£ 5= Y |rim > = < Imlf > . (2.51)
i r
Ricordando la P.T§ possiamo concludere che se con ¢ indichiamo non una
generica soluzione dell’equazione libera di S., ma 'onda piana e’*T, allora
¢; non e una generica soluzione dell’equazione radiale 2.17, ma e legata alla
soluzione regolare F; nel modo seguente:

o1(kr) = \J4m (20 + 1) Fy(kr)d. (2.52)
Le definizioni .18, .52 sono del tutto equivalenti alle .36, 2.44.
Per finire vediamo meglio le relazioni formali, a livello dell’equazione di

Schrodinger.
Riscriviamo 'equazione formale [.39:

V2 (r)
1

Holr >= — r>. (2.53)

Sviluppiamo |r > tramite la 2.51] ed otteniamo:

1 1
Holr >=" Hylrlm > o< Im|f >=> ;Hoz\rlm ><Imlr >, (2.54)

im Ilm

avendo posto:

| (2.55)

Adesso il formalismo e pronto. Avendo a disposizione da un lato la soluzione
generale globale di (F — H)y = 0, e dall’altro le tecniche di sviluppo mul-
tipolare, tutto diventa algebra, e I'unica liberta ancora aperta ¢ il modo di
definire le proiezioni [—esime delle varie grandezze.

Ho(r) = [_D§+l(l+1)] 1

r
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2.2 Equazione di Schroedinger completa e fun-
zione d’onda

Sviluppiamo la soluzione fisica come la soluzione imperturbata (B.48):

!
k+ >=>"|k+im ><Imlk > —. (2.56)

Im

=N

Proiettiamo sulle coordinate:

1 1 .
<rlk+>= Y <#llm>= <rimlk+1m > 5 < I'm'|k >, (2.57)
r

Im,lI’m’

e definiamo l'autostato radiale per analogia con la P.44, in modo da avere
una soluzione radiale u;" (kr) che tende a F; quando V' — 0:

2
< rlmlk + U'm’ >= 86 \/;z'lul(”(kr). (2.58)

E’ facile estendere alle soluzioni radiali compatte, le proprieta di ortonorma-
lita gia dimostrate per le corrispondenti soluzioni radiali libere (.33, B.49) e
precisamente:

<k+ lm|k' + I'm' >= 6ll’5mm’6(k — ]C/), (259)

/ (kY (Kr)dr = (7/2)8(k — k), (2.60)

ricordando la convenzione generale che, ove non venga specificato il &), si
intende che vale il (*).

Osserviamo che nella 2:42 F; non ha 'asterisco perche ¢ reale, mentre
u € in generale complesso.

L’autofunzione w;(kr) ¢ soluzione dell’equazione radiale completa di
Schroedinger

e WD)

— 1V (r) + k*u(k,7) = 0. (2.61)
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2.3 Sviluppo delle matrici T ed S

Consideriamo la fondamentale relazione [LI70 fra 'operatore S e 'operatore
T, e la riscriviamo tenendo conto della [[.T78:
S=1- %50{ — KT, (2.62)

Consideriamo i relativi elementi di matrice fra gli stati di momento uscenti
ed entranti:

< K|Sk >=< K|k > —%5@; — k) <K|Tk > . (2.63)

Se sviluppiamo il primo braket a secondo membro, tenendo conto della 2.3,
possiamo mettere in evidenza la delta radiale:

~

o(k— k) imp
k'k k

Adesso applichiamo ai vari termini gli sviluppi multipolari nel modo seguente:

< K|Sk >=6(k — &)

< K|T|k >]. (2.64)

. 1 1 .
<K|Sk>= > <K|'m > 7 < KU'm/|S|klm > < Im|k >,

U'm/ Im
N 1 1 N
<K|Tk>= Y <K[l'm > = < KU'm/|T|klm > 7 < Im|k >,
U'm/lm
7 7 AT 1 1 7
U'm/lm

Sostituendo nella precedente, e fatte le posizioni:

< k’l’m’|5\klm >= 5ll’6mm’6(k — k,)Sl(k), (266)
1 1
= < KUm|TIIm > = duSnn TH(R, B), (2.67)

abbiamo finalmente le seguenti importanti relazioni fra le componenti multi-
polari di S e di T:

Si(k) =1 —inkuT,(k), (2.68)
Ty(k, k) = T(k) = %‘Zﬁ’f) (2.69)

La matrice S ¢ definita solo sull’energy shell. La matrice T" ha significato
fisico sull’energy shell, ma ¢ definita anche fuori.
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Come si riflette 'unitarieta su S;? Partiamo da

/ < k|S|k” >< K'SK” >* dk” = d(k — k') (2.70)
e sviluppiamo ambo i membri
m k”) mx (7.9 m'x (7.0
S [y I sy ey )
Iml'm’
5(]{:/ k” ) * m/ 7 by 7 7 by
-TSI,(R’)YZ, (k) dk” dk” =
5 k; k;’
Z Y"( (k). (2.71)
Adesso tenuto conto che:
/ Y (VY ()R = Sy (2.72)
/6(k; — koK — Kk dk” = K?6(k — k) (2.73)
si ha dal confronto:
1S)(E)? = 1. (2.74)
Quest’equazione (valida per lo scattering elastico) consente di scrivere
S)(E) = e, (2.75)

avendo definito la fase o sfasamento asintottico 6;(E).

2.4 Ampiezza di scattering e sezione d’urto

Sviluppiamo I'equazione [.124, tenendo conto delle .36, .57, E.15, 2.8 e [.98

(potenziale locale), ed otteniamo:

f(0)=>_(2+1)fiP(0) (2.76)
fi=-4 0°° Fy(kryuy(kr)V (r)dr- (2.77)

Partendo invece dalla [.127, e tenendo conto della seguente identita:
€2i5l _ 1
21

= sin ; €™, (2.78)
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si ottengono varie espressioni equivalenti di f;:

™ Sl —1 1 zél

— =T = == 2.
fi po T 57k ksmde (2.79)
Confrontando le P2770 e P74 si ricava
. 2y oo
S = e =1 - % / Fy(kryug (kr)V (r)dr, (2.80)
0

che ¢ 'equazione di Lippmann-Schwinger per la matrice S, risolta in stati di
momento angolare, e da la fase tramite un’integrazione sulla funzione d’onda
e sul potenziale.

C’¢ una relazione molto interessante fra fasi e andamenti asintottici
delle funzioni d’onda, che si puo ottenere partendo dalla [.70.

Dalla prima delle .49 si ottiene:

) 4 N
e = DAFnY BV () =
- —Z (20 + 1) Fy(kr) Py (kr) =

== > An(2l+ DAY (kr), (2.81)

e dalla (20):

() = kl S+ 1)i sin(kr — Un/2)Pi(9) (2.82)
L
e, analogamente
1
PLlr) = - S (2+ )it P(O). (2.83)

]
Quindi lo sviluppo della [.70 fornisce:

(20 + 1)
kr

"2t In 20+ 1 etk

o in(kr _E)Pl(e) ik —— (51— ) .

Uioo (1) F1(0) = £i(0).

(2.84)

ikr=m/2) " che & rispettivamente

Conviene esprimere tutto in funzione di e**
O € O;,,. Tenuto conto che

ileihr — gilbr=15) (2.85)

ei(krf%f) _ efi(krf%r) ei(krf%r)
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¢ finalmente

% e ilkr=tm/2) _ Slei(kT_l”/Q)] = e sin(kr — In/2 + 0)). (2.87)

Uloo =
Questa relazione induce la definizione di una nuova funzione d’onda radiale:
u = ey, (2.88)

La nuova funzione ha il pitu semplice comportamento asintottico
Voo = sin(kr — Im /2 + §)). (2.89)
Quando V. — 0, S; — 1, § — 0, ¢ — 1, e quindi sia wu, che

Voo — Floo = sin(kr — Iw/2). Ma v, & reale all’co e quindi anche al finito, ed
¢ quindi piu proprio considerare v come l’estensione di F', quando si passa

da Hy ad H.
Sostituendo la nella P_80{ si ottiene
sin o) = —% Fy(kr)o (kr)V (r)dr. (2.90)
0

Questa equazione e piu interessante della dove, essendo u complesso,
parte reale e immaginaria non sono separate.

Queste considerazioni conferiscono anche un interessante significato alla
fase d;.

In zona asintottica gli andamenti radiali sono sinusoidali perche non c’e
interazione ne potenziale centrifugo, e quindi I’equazione radiale ¢ I’equazione
da oscillatore armonico.

Il potenziale centrifugo sfasa Fj,, di I7/2 all'indietro rispetto ad Fj—o.

V sfasa v di §; in avanti rispetto a Fj,, (vedi la 2.89).

In ogni modo la morale ¢ questa: il ricordo di quanto ¢ avvenuto sulle
distanze microscopiche dell’interazione sta tutto in ¢, sfasamento fra le onde

do
entranti e uscenti. Infatti 'osservabile — dipende solo da §, ovvero da S.

La conoscenza della funzione d’onda anche al finito da un’informazione di
maggior dettaglio, ma per calcolare I'osservabile basta conoscere § (o S o T),
ma non tutti i dettagli della .

Scriviamo esplicitamente la sezione d'urto dalle [.79 e E.79:

B0 = 1S+ D~ DRO) = 7 5 VET L~ )YP(O)
(2.91)
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. . o . N
Ricordiamo che — rappresenta I’area efficace che deve essere colpita affinche

la particella sia deviata di @, entro df2. La sezione d’urto integrale

do
o=k [ —dQ 2.92
o 0 (2.92)
e l'area efficace che deve essere colpita affinche la particella venga deviata
comungque.

Per trovare la sezione d’urto integrale, sviluppiamo il terzo membro

della P97

sdo / 2i68) —2i6, 0 0
k 0 W% \/(2l + )20 + 1) (e — 1)(e DY (0)Y,/(0), (2.93)

ed integriamo:

o=k> op=m) (20+1)S— 1 =4r > (20 + 1)sin* 4. (2.94)
l l l

L’interesse dello sviluppo multipolare sta nel fatto che, almeno per forze
a corto raggio e bassa energia, la convergenza ¢ molto forte. Cio si puo
capire con un ragionamento semiclassico: la quantizzazione del momento
della quantita di moto di scrive: |r X p| = hl. Indicando con b il parametro
d’urto si ha: bp = bhk ~ hl, ovvero bk ~ [. Cio vuol dire che se b ¢ > del
raggio di interazione non c’e contatto, ovvero che perl > kR e S; ~ 1, 6; ~ 0.
Per esempio per n —12C a 1 MeV (nel CM), dall’equazione dei raggi nucleari
R ~ 1.343 fm, ed essendo Mpucleone® = 938 MeV, ic = 197 MeV.fm, si
ottiene [, = k R ~ 0.66. L’interazione ¢ spiegata dalle sole onde S e P.

2.5 Equazione di Lippmann-Schwinger, ap-
prossimazione di Born e distorted wave
Born approximation

Partiamo dalla [[.10§, proiettiamo su < r|, eseguiamo gli sviluppi multipolari,
e inseriamo al punto giusto una completezza B.34. Nell’espressione seguente
si assume che V sia locale e si tiene gia conto delle ortogonalita banali:

3 < #llm >< rimlklm+ >< Im|k >=

lm
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=) < Fllm ><rim|kim >< Imlk > + + Z/ < Tllm >

Ilm im

< rlm|Go(E)|r'Im > dr'V (r') < r'lm|klm+ >< Im|k > . (2.95)

Ovviamente sia V' che Gy sono invarianti per rotazione. La componente
multipolare (in rappresentazione coordinata) del propagatore libero, si scrive
nel modo seguente:

< rlm|G(B)|r'I'm! >= —5ll/5mm,%Fl(k;r<)Ol(kr>) (2.96)

dove r(rs) significa il minore (il maggiore), fra r ed r’. La dimostrazione
di questa importante relazione € piu avanti, all’equazione 77. Sostituendo la
2.96 nella .99 semplificata, e tenuto conto delle 2.44), .58, si trova:

w(k,r) = F(kr) — %/Fl(k:r<)01(kr>)V(r')d7“’ul(k, ). (2.97)

L’effetto di r~ ed r., & quello di spezzare I'integrale radiale in 7’ in due parti:

da 0 adr, edar aoco (in questo comportamento c¢’e la memoria della genesi
[[.51] della funzione di Green). Si ottiene:

wk,r) = Fy(kr) — %{Ol(kr) /0 "BV Yk, ) dr +
+Ey(kr) / SOV (Y (k, )i, (2.98)

Sostituendo la 28R nella P98 si ottiene:

—id; H " / / / /
ulk,r) = e Fy(kr) — %{kar)/o F(ke' )V Yok, ') dr’ +

(k) [ Gk )V Yok, )+

r

+iF(kr) /0 S Rk (k) dr ) (2.99)

La parte immaginaria di quell’equazione ¢ nulla per la .90, e resta quindi
I’equazione di Lippmann Schwinger reale per la funzione v:

/’L " / / / /
(k) = cos & Fi(kr) — Z{Galkr) /0 (k') V (r Yok, ') dr' +

+Fkr) [ T Gk WV (" Yk, )} (2.100)

T

Queste sono le equazioni integrali radiali dello scattering. Convenzione:
quando nelle funzioni out— in—going (p.es. Oli) si omette il segno, si intende
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Per avere la funzione d’onda in approssimazione di Born la ricetta e
immediata. Bisogna sostituire v — F' e si ottiene:

wk,r) ~ Filkr) = £{Ouhr) /OrFf(kr’)V(r’)dr’%—

+ F(kr) / T Ou k) () Fy (k') dr ). (2.101)

r

Questa puo anche essere scritta diversamente tenendo conto delle 2.23:

wk,r) ~ Fi(kr) — %[Gl(kr) /O "RV () +

FF(kr) / T Gk F (ke () dr +

r

iR (kr) /0 TRk () dr). (2.102)

Adesso se vogliamo le fasi (e quindi la sezione d’urto) in approssimazione
di Born, possiamo per esempio prendere il limite asintottico della 101, e
sostituire la .87 (in questo limite il secondo integrale diventa [7 — 0):

i

, (kr— Lz —i(kr—Lz
Qe = S’ *3) — 7T ~

, ,T , ,T 2ip n
~ gilhr=15) _ g-ilhr=t5) _ %eukr—%) / FA(kr')V (r')dr'. (2.103)

Semplificando abbiamo
Sy =e¥ 1 — % / F2(kr YV (r')dr, (2.104)
0

che si puo ottenere anche direttamente dalla P.90. Separando parte reale e
immaginaria:
. 2/"L o 2 / / /
cos 20; ~ 1 ; sin2§; ~ — F7(kr"YV (r')dr'. (2.105)
0

Si vede immediatamente che nella 2104 'unitarieta ¢ violata, e che le 2109
sono incoerenti.

Infatti noi siamo all’interno di un’approssimazione valida per V' ~ 0,
0 ~ 0, e il modo corretto di interpretare le equazioni 2.109 e il seguente:

20 [

cos20; ~ 1 — 262 ~ 1 ; sin20; ~ 26, ~ s F2(kr)V (r)dr,  (2.106)
0

ovvero:

O ~ —%/OO F2(kr)V (r)dr, ; 67 ~ 0. (2.107)
0
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Si ritrova la coerenza delle formule, ma solo al primo ordine in 4.
Puo essere un utile esercizio ritrovare lo stesso risultato partendo dalla
[LT90. Sviluppando f secondo la [[.T90, e le onde piane secondo le .81, si

ottiene:

l*ll

S DARO) =+ > S

l W'mm/

1 ) ma\vm (LM * A N
/ S ER k)Y ()Y ()Y (R 1)V (r)rdrdr. (2:108)
Ma [ Y™ (#)Y;™*(#)di = Oy, quindi:

(20 + 1) P(0) £,(0) = — 1 [ R () SV R E WV ) (2109

Ancora, Y, Y (k)Y (k) = ZEL P (6), e la F pud essere espressa tramite
la EZ80. Si trova cosi
2041

S(S-DR. (2110)

- % / F2(kr)(2L + 1) P (O)V (r)dr =

che e esattamente la 2-T04.
Occupiamoci adesso della formula a due potenziali, ed esplicitiamo la
CT9R:

< K|T|k >=< K|Tylk > +/ <K 0t > drVi(r) <tk +0>. (2.111)
Il termine piu delicato da trattare ¢ < k' — O|r >. Usiamo la relazione
<k —|r>=<rk—>"=<r|(-k)+ > . (2.112)

Asteriscare la funzione d’onda equivale a sostituire ingoing — outgoing,
k — —k. Per quanto riguarda gli sviluppi multipolari abbiamo (vedi le .57

e R.58):

k 2
<rlk+ >= ZYlm(f)ull({:rr)Ylm*(k)\/;il, (2.113)
Ilm

< 1K)+ >= Y vy () ) <—>lw*<1%>@% 2114)

im
in quanto

" (=k) = ()Y (k), (2.115)

mentre altrove k significa |k| e non va cambiato il segno. Si consideri anche
che |k| = |K'| poiche siamo sull’energy shell.
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Sviluppiamo la E.TT1] in modo molto simile a quanto fatto per la .93,
tenendo conto delle Z.117, 77, E.69. Con un po’ di algebra si ottiene:

. . 2 oo
e ~ 2o _ %/ ud,(k, 7)Vi(r)dr, (2.116)
0

dove ovviamente l'indice o contrassegna le grandezze (fase e funzione d’onda)
relative al problema imperturbato.

Adesso conviene ricordare le .88, ed introdurre la funzione d’onda vy,.
La PCTTd diventa allora

~ . 21
e ~ 20 ( W/ (k) Vi( )dr) . (2.117)

Questa puo essere utilmente confrontata con le 2.104], 2.105, nella forma 2.117
o nella forma seguente:

2 o)
cos 2(0; — dgy) ~ 1 ; sin2(d; — dor) ~ _?,u/ vy (k,7)Vi(r)dr.  (2.118)
0

Il confronto € molto significativo: qui viene trattata perturbativamente la
differenza 0; — dg;. Inoltre e interessante che compaia la funzione d’onda
imperturbata v, che & il vero analogo della F' quando si spegne l'interazione.

2.6 La matrice K

Riprendiamo I’equazione [.I74, che riscriviamo:
S(FE)=1-2mié(E — Hy)T(E), (2.119)
dove E ¢ I'energia dello stato iniziale. Infatti:
<ks|Sk >=d(k; — k) — 2mid(E — Ef)T(E). (2.120)
E ricordiamo che vale ’analoga
S(FE)=1-2mT(E)é(E — H,y), (2.121)

se F e 'energia dello stato finale.
Definiamo un nuovo operatore K tramite la

S(E) =1 — mid(E — Hy)K(E)|[1 + mid(E — H)K(E)] ™. (2.122)
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La Z.T127 e piu interessante della E.1TY perche nella 2122 'unitarieta di S si
riflette nell’hermiticita di K. Il fattore 1/2 nel coefficiente numerico fra le
2119, E.127] e 1a 2.122 e convenzionale, e la convenienza si vedra piu avanti.

Uguagliando le E.1T9 e P.122 si ottiene:
T(E) = K(E) —irT(E)S(E — Hy)K(F) (2.123)

detta equazione di HEITLER.
Scriviamo K = T + irT6 K, e sostituiamo a destra T'=V + VG{T:

K(E)=V+VGS(E)T(E)+inV§(E — Hy)K(E)+ VG (E)K(E)—-T(F),

(2.124)
avendo riapplicato la Z.123.
Otteniamo:

K(E) =V +V [G{(E) + ind(E — Ho)| K(E). (2.125)

Adesso ricordiamo la [[.75, che si puo scrivere nelle forme seguenti:

_l’_ —
GF(E) = GE(E) +imd(E — Hy) ; G) = @ (2.126)
1 P

Gi(E)= ———; GJ(E) = ——— 2.127

dove P significa ovviamente parte principale. Dalla 2123 otteniamo allora
K(E)=V +VGJK(E). (2.128)

Questa va confrontata con la prima delle [.T30, e qualifica K come analoga
della T', quando si operi con P anziche con =4, nell’integrazione.
Possiamo spingere avanti I’analogia, definendo la funzione d’onda

VP =+ GIVYT, (2.129)
analoga della [L.T08, e quindi si dimostra facilmente che vale la
Ko =VyT, (2.130)

analoga della [LT20.
La rappresentazione coordinata di G} ¢ nella [[.78. Facciamo lo svilup-

po multipolare, usando le 77:

1 1
<r|GPE) >=Y" <#llm > = <rim|GJ (E)[r'lm > = < Im|#' > .
Im T r

(2.131)

23



Adesso usiamo la completezza
Z/ lplm > dp < plm| =1, (2.132)
im

per sviluppare 'operatore §(E — Hy):

5(E — Hy) = 2/5(13 — B,)|plm > dp < plm|, (2.133)
lm

avendo ricordato la 77. Adesso si tien conto che
S(E — E,) = %5@ — k), (2.134)

si integra in dp, e si trova finalmente:

S(E — Hy) = % S Jklm >< klm|. (2.135)
lm

Possiamo usare adesso la 2.126 per calcolare:

1T

< rlm|GE(E)|r'lm >=< rim|G{ (E)|[r'Im > + ok

'm/

(2.136)
e finalmente, tenendo conto della 2.96, otteniamo:

< rim|GY(E)|r'lm >= %[—E(l{:r<)0l(kr>) + iFy(kr)Fy(kr")] =
=< rlm|GE(E)|r'lm > +i%ﬂ(kr>ﬂ(kr'). (2.137)
Allora, se sviluppo %% come 97, e sviluppo la R.129, ottengo:
uf (k,7) = Fi(kr) + 2 [=Oukr) /O "RV (Y (k, ) —
_F(kr) / SOk WV () aF (kY +
FiF (kr) /0 T Rk V (Yl (k, )], (2.138)
e semplificando:
uf (ko) = Fitkr) = 2 {Gutkr) [ GV 0y (b, ydr'+

+ Fkr) /OoGl(kr’)V(r’)uf(k:,r’)dr’}. (2.139)

r

o4

> < rimlkl'm’ >< kl'm/|r'lm >,



Sviluppando la .98 si ottiene:

wlk,r) = Fi(kr) — %[Gl(kr) /D "RV (Y (b, Y+

+F(kr) / T Gk WV (k) +

iF(kr) /0 T Rk WV ( Yu(k, ) dr). (2.140)

Il confronto fra le .139 e P.140 e molto interessante. In base alla 7?7 si puo
scrivere

GY = Re(GY). (2.141)

La validita di una formula analoga per ogni componente multipolare:
Re [Ga?(k’; T, T/)} = Gh (k7). (2.142)
si puo dimostrare direttamente. Dalla .94 si ottiene:
Re < rlm|G§(E)|r'lm >= —%E(kT<)Gl(kZT>), (2.143)
e dalla P2T37%:

< rlm|GE(E)|r'lm >= %{—Fl(k’r<)Gl(kr>)—|—+z’[Fl(/{:T)E(kr')—ﬂ(kr<)ﬂ(kr>)]}.

(2.144)
Ma
Fi(kr)Fy(kr') = Fy(kro)Fy(krs), (2.145)
data la simmetria dell’espressione, mentre € per esempio
Fi(kr)Oy(krs) # Fi(kr)Oy(kr"). (2.146)

Resta quindi dimostrata la validita generale della seguente espressione:
Gh(k,r,1") = Re [Gf(k.r,r")| = —%ﬂ(m)al(m). (2.147)

Proseguiamo con gli sviluppi multipolari: sviluppiamo K, in analogia con T’
77?7, P67, ma completamente fuori dall’energy shell, per maggiore generalita:

1 1
<p|lK(E)lg>= Y <p|ll'm >=<pl'm'|K(E)|glm > = <lm|§ >=
p q

Iml’'m/’

=3 < pllm > Ki(E;p,q) < Imlg >, (2.148)
Im
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avendo posto:
1 , 1
- <plm|K<E)|qlm> - :511’5mm’Kl(E;p7Q)7 (2149>
p q

ed avendo tenuto conto dell’invarianza per rotazione.
Adesso scriviamo 'equazione di Heitler 2.123 fuori dall’energy-shell:

<p|T(E)lq >=< p|K(E)|q > —
—m/ < p|T(E)|p' > §(E — Ey)dp' < p'|K(E)|lq>. (2.150)

Eseguiamo gli sviluppi multipolari sostituendo K tramite le 149, e T tra-
mite banali generalizzazioni delle .65, .67 fuori dall’energy-shell; quindi
integriamo tenendo conto della 2134 e dell’ortogonalita dell Y. Si ottiene
I’equazione di Heitler proiettata su [:

LT
T.(E;pq) = Ki(E;pq) — zkg,uTl(E;pk)Kl(E; kq). (2.151)

Si osservi che, a causa della delta di Dirac presente nell’equazione di Heitler,
non ci sono integrazioni nell’esplicitazione dell’equazione operatoriale. Per
risolvere la 2.157] rispetto a 1" o rispetto a K, basta proiettarla sull’energy
shell a destra o a sinistra (ovvero scriverla come si dice a mezzo energy shell):

Ki(E; pk)

TUESPR) = s K (B ) (2.152)
Ki(E; kq) = — Z?%(fﬂk(‘g o (2.153)

Sostituendo 'una o I’altra nella 2.I51], si ottengono le due soluzioni:
T/(E; pg) = Ki(E;pq) — zkgu[fféi)g l((]f; : :;3)) (2.154)
Ki(E;pq) = Ti(E; pg) + ikﬁMTZ(E;pk)TZ(E; £4) (2.155)

2" 1 — kST (E;s kk)
Dalla P.T57 si ricava immediatamente 1’espressione della T sull’energy shell:

Ki(k)

T(k) = , 2.156
(k) 1+ a2k K (k) (2.156)
che sostituita nella da:
1 —im/2)kuK;(k <
Si(k) i/ DRpRR) _ i, (2.157)

T 1+ i(r/2)kpk (k)
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Da questa si puo ricavare ’espressione della fase:

- kug[(l(k) — tgd, (2.158)

che va confrontata con la EZ79 che riscriviamo:

— k:,ung(k) — sin &; ¢ (2.159)
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Capitolo 3

La matrice R e le risonanze

3.1 Comportamenti asintottici dell’equazione
radiale

Riscriviamo 'equazione radiale 2.61]

I(1+1)

r2

D? - —pV + k| =0, (3.1)
e supponiamo che V soddisfi alle seguenti condizioni:

e I/ ¢ locale,

e V ¢ a corto raggio (V =0ser > R),

e All’origine V' non e piu irregolare di

1/r,

e IV & continuo in r, salvo un numero finito di punti di discontinuita
(cos includiamo anche la buca quadrata).

Consideriamo il limite per k — oo.

In questo caso vale ’approssimazione di Born R.107, ovvero:

51 ~ —% /O © R (kr)V (r)dr. (3.2)

Essendo V' a corto raggio I’ [ puo essere sostituito da un fOR . Quindi non ci
SONO noie per r — oo.

Quando r — 0, F(r) ¢ regolare almeno come r? (in onda S che ¢ il caso
peggiore), e quindi sana I’eventuale divergenza in V. Per k sufficientemente
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grande, F; puo essere sostituito dal suo andamento asintottico all’interno
dell’integrale, che resta limitato. Quindi quando k — oo, § — 0 come 1/k.

Consideriamo adesso il limite per k& — 0. Per r,r’ fissi, e k — 0, pos-
siamo sostituire F; ed O; con gli sviluppi all’origine £.23, che introdotti nella
£-9@ danno:

< rlm|Go(E)|r'Im >= __pr™ (3.3)
’ S A '
indipendente da k. La 2.98 diventa allora:
kr) = Fik b Y ey ()
wlhr) = Filhr) = 5 [ [ VG (b 00 ar
R
+7’l+1/ V(Y (kr') (r) " dr], (3.4)
quando r < R, e
w(kr) = Fy(kr) — __H /R V(" (k") (r) ' dr! (3.5)
: : 20+ 1) Jo l ’ ‘

quando r > R.

Comunque gli integrali sono limitati, e quindi quando k — 0, u; — 0
come Fj, cioe come k1.

Poniamo nella

/Ooo F(kr)u,(kr)V (r)dr. (3.6)

ar = %}_r,% L2142
a; si chiama “scattering length”, ed e per quanto detto una costante. Sosti-
tuendo nella (5.53a) otteniamo:

lim €% ~ 1 + 2i6; ~ 1 — 2iaq k¥, (3.7)
k—0

ovvero:
lim &; = —a k%™ (3.8)
k—0

La fase va a zero come k?*!. Inoltre dalla B.§ si vede che q; & reale, cosa che
non era evidente nella B.6, dato che u; € complesso. L’apparente contraddi-
zione si risolve osservando la .88, di cui siamo in grado adesso di calcolare
il limite:
lim w; ~ lim vy (1 + 46;) ~ lim v (1 — da;k% ). 3.9
pm v~ im i 1) lim i I ) (3.9)

Quindi u; (e v;) va a zero come k', ma la sua parte immaginaria, va a zero
molto pill rapidamente (come k3*2).
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Abbiamo visto quindi che §; va a zero (modulo 7) quando k£ — 0, e torna
a zero (modulo 7) quando k& — oo. Il teorema di Levinson (che enunciamo
senza dimostrazione), dice che

(SZ(O) - 51(00) = n, (310)

dove n; ¢ il numero di stati legati sostenuti da quel potenziale, nello stato [.
Cosi si riesce a definire univocamente ¢;, imponendo la continuita rispetto a
k e, per esempio, il valore §;(cc) = 0.

Torniamo alla B.1] ed osserviamo che quando r > R, ¢ V = 0 e resta solo

I(l+1
il potenziale centrifugo. L’altezza della barriera centrifuga in R & ( ;—2 )
l(l+1
Questa ¢ anche 'altezza massima di ( —Z ) + uV, se V e attrattivo.
r
5 (+1) P
+
i K2, (3.11)

la funzione d’onda non supera la barriera, e non c¢’e interazione. Quindi tutte
le 6; con
l >> kR (3.12)

sono piccole.
Se sostituiamo la nella 2.77, otteniamo:

: _ 21
%:lir(l)fl = &lk . (313)

Ma tenendo conto delle (2.22) e (5.51a), e del ragionamento fatto sopra, per
k sufficientemente piccolo solo 'onda S conta, e si ha:

. do 2 9
lim —o = lim [ fo” = ap. (3.14)

Il parametro ay ha le dimensioni di una lunghezza, e rappresenta la dimen-
sione lineare della sezione d’'urto, al limite di energia nulla.

3.2 La teoria della matrice R

Continuiamo nell’analisi di un potenziale a corto raggio, e separiamo la
soluzione radiale u; in una parte interna (ul(z); r< R), ed una parte esterna

(ul(e);?" > R).
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La ul(i) e ignota finche non si specifica V', mentre la ul(e) risente del solo

potenziale centrifugo, ovvero e data dalla £.87 non asintottica:
e Z *
u\ (k) = 5[07 (k) = SiOu(kr)]. (3.15)
Qui solo S; e incognita, e porta il ricordo dell’interazione.

Dovendo le due soluzioni raccordarsi in R, assieme alla derivata prima,
definiamo la funzione R, inversa alla derivata logaritmica D, ai bordi:

du(®
. R
D=—=——+__"r=R (3.16)
Ri u(R)

Nel caso elastico di cui ci stiamo occupando, R ed S non sono matrici. Si
parla in generale di matrice S e matrice R, pensando al caso multicanale,
che offre la naturale generalizzazione del formalismo.

La condizione di raccordo si scrive:

R{d“l(e)} ,
1 | _p  O"(p)—50p)

PR om0 - Si0) 10
p=kR (3.18)
Offp) = [dfj(,gﬂ ) (319)

Si noti che qui (e in tutto questo capitolo), indichiamo con apice la derivata
delle funzioni di Bessel rispetto all’argomento kr, e non rispetto ad r. La
B.17 correla §; con R; (o D;). Quindi se e specificato V' si puo calcolare Ry,
e quindi 9.

Conviene dividere numeratore e denominatore nel 3° membro della B4
per Oy(p), e fare le seguenti posizioni:

Oj (p) —2i¢
= € l 7 t =
Oi(p) o

Oilp) _ pGE(p) +iF/(p)
Oulp) " Gilp) +iFi(p)

Moltiplicando per G;(p) — iF;(p) numeratore e denominatore nel 2° membro
della B:21], e tenendo conto della 77, si ottiene:

Gi(p)Gi(p) + Fi(p)F (p)
Gip) + 12 (p)

(3.20)

=L, =8+1iP. (3.21)

S=p (3.22)

61



_ P
P G+ Er Gy 52

Si ottiene allora: ,
672@(}51 _ Sl

6_2i¢l£7 — Sl£l7

R, = (3.24)

e risolvendo rispetto ad S;:

T=RLE _ oip D= Lp (3.25)

S:—Qiqﬁl —
PO T Re TS D—L

Nel caso elastico (di cui qui si occupiamo), R; e D; sono reali (cio si evince
dalla e dalla R.88: € si semplifica fra numeratore e denominatore, e v
¢ reale), quindi l'unitarieta di S; nella equazione B.29 risulta evidente. Anzi,
mettendo S; nella forma £.77, si trova la seguente espressione per la fase:

ﬂ—gﬁ = arctan Pi
1-RS, D - S

d; = arctan — . (3.26)
Nel caso di scattering elastico su sfera rigida la funzione d’onda deve avere
un nodo in R, quindi R; = 0 e §; = —¢;. Per questo —¢; & detta “fase di
sfera rigida”.

Un’interessante espressione, alternativa alle B.20, ¢ la seguente:

D, =P COS((sl + (bl) + §;. (327)

Qui la derivata logaritmica ¢ data in funzione della fase, e di grandezze
puramente cinematiche (P, S;, ¢;).

Queste funzioni cinematiche si calcolano dalle .22, e dalle relazioni
seguenti, che coinvolgono le derivate prima delle F}, G :

, dF;(kr) l
EF/(kr) = =F_,——F 3.28
l( T) d(k?“) -1 kr Iy ( )

, dG,(kr) [
G(kr) = =G_1——G 3.29
l( T) d(/{:T) -1 kr s ( )

Per il calcolo delle (P, S;, ¢;), sono convenienti le seguenti espressioni:
Pilp) = -, (3.30)
pi(p)
a(p)

Si(p)=p -1, 3.31
p) pi(p) ( )
Polp) = p (3.32)



1
do(p) = &_1(p) — arctan ) (I >0). (3.33)

n=F+G =|0); qg=FF_+GG (3.34)
Per p, ¢ si possono usare le seguenti formule ricorrenti:
1 2 —1\° 2(21 — 1
p=1l;p=—5+1;p= (—) pi-1+pi2— uqH (3.35)
p p p
21 — 1

0=0;q= Pi-1— Qi1 (3.36)

La teoria della matrice R collega §; con R;. Le formule sono interessanti
perche si possono fare alcune ipotesi su R; senza specificare V' (o almeno per
certe classi di V).

Un tipico e fondamentale effetto che puo essere studiato in termini di
matrice R, ¢ la risonanza.

3.3 La risonanza

Consideriamo ’equazione B.25, 3° membro. ¢ ed L sono funzioni cinematiche,
lentamente variabili in k. D, porta le informazioni sull’interno del potenziale,
e puo dare effetti che portano a brusche variazioni di dy, ovvero di S;, ovvero
di do/dS).

Se a una certa energia Ey; e

dD,;
D;(Eqy) =0: — .
l( Ol) 0 (dE)EOl < 0, (3 37)

si dice che ivi ¢’e una risonanza. Ey ¢ ’energia di risonanza imperturbata.
Le ipotesi B.37 consentono di sviluppare in serie la funzione D; nell’in-
torno della risonanza:

Dy(E) ~ <ﬁ>%l (E — Ey). (3.38)

Tramite la B.38 e opportune manipolazioni, la B.2J puo essere messa in una
delle seguenti forme (fra loro equivalenti)

E— & — ZFl / 2
E —¢ +1i)/2

Q(E — El)

Sy = e % ,
I T,

, 5 cot(d + @) = — (3.39)
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dove si e posto

dD,

dD,
a=FEu+A,; A =8/ <dEl> , 3 = -2P/ (dE) . (3.40)
Eor Eop

Le equazioni B-39 descrivono la risonanza in una forma standard, dovuta a
Breit e Wigner.

€, € I'energia di risonanza, che risulta shiftata di un’energia A; rispetto
alla posizione “imperturbata” FEy. La funzione §; e detta funzione di shift.

La fase di sfera rigida ¢; rappresenta un background, e introduce un’ul-
teriore perturbazione sulla posizione e forma della risonanza, oltre a quella
introdotta da A;. Se ¢; = 0 si ha la risonanza pura. In questo caso (¢; = 0)
d; passa da 0 a m, assumendo il valore 7/2 in risonanza (E = ¢g;). E’ facile

verificare che s
! 2
L S A1
(dE >Ez I, (3-41)

L misura la rapidita di salita della fase in risonanza.

ry
La prima delle B.39, assieme alla P.94, ci consente di scrivere (sempre

nell'ipotesi ¢; = 0) la sezione d’urto in forma di Breit e Wigner, attorno alla
risonanza:

cioe

2 r?
G l (3.42)

Qi+ 1)r (E—g)?+ (2)2

La sezione d’urto ha un massimo in risonanza. Piu precisamente, la compo-
nente [—esima della sezione d’urto integrale ¢ una lorenziana, centrata in ¢,
e di larghezza I';.

[, & proporzionale a P, detta penetrazione (percheé e connessa con
la “trasparenza” della barriera centrifuga), ed ¢ sempre > 0, quindi dalla
seconda delle B-37 si ricava I'; > 0.

Se ¢; # 0, la B-42 assume la forma:

Koy 4[(E — &1)sing; + LLeosgy)?

= 3.43
(2l + 1)m (E—¢)?+ (%)2 (3.43)
Questa sezione d’'urto ha un massimo per
r
E=¢+ Eltg¢l (3.44)
e un minimo per
r
E=¢ — Elcotgbl, (3.45)
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mentre la larghezza della riga diventa

F“/ 1+ thqbl (346)

La presenza del background modifica semsibilmente la forma della risonanza.

La filosofia della B. e W., e di considerare, attorno alla risonanza,
costanti i parametri cinematici (¢;S5;P;) che sono lentamente variabili, e
linearmente variabile la derivata logaritmica D;.

La condizione D;(Ey;) = 0 significa che in risonanza (nella “vera” riso-
nanza) la funzione d’onda ha derivata orizzontale, e quindi ¢’ ¢ un massimo
di penetrazione nel nucleo.

Le correzioni (A; e ¢;) che intervengono sulla forma “pura” della riso-
nanza dipendono dalla nostra descrizione cinematica del processo (p. es. in
tutta la teoria, il raggio di interazione R non e sempre rigorosamente determi-
nato). Le risonanze sperimentali esistono, ma non sono mai “pure”. Svestire
una risonanza sperimentale per ridurla alla B.W., e ricavarne i parametri Ey,,
[';, & un’operazione che presenta margini di arbitrarieta (¢ model-dependent).

Per dare un esempio, consideriamo il caso in cui il potenziale nucleare
viene schematizzato da una buca quadrata.

E’ un modo molto naive di trattare il potenziale nucleare a corto raggio,
ma consente una soluzione analitica dell’equazione di S. In questo caso la
scelta di R ¢ obbligata.

L’equazione B.]] diventa in questo caso:

(Df - l(l:; D + K2> w=0; K(E)=\/u(Vo+ E), (3.47)

e la soluzione (che deve essere regolare all’origine) e

w(r) = CiF(Kr). (3.48)

Nella derivata logaritmica si elimina la costante di normalizzazione C, e si

ottiene:
oF/(oc)  Fia(o)

D, = =g, 3.49
" R@) RO 4
dove si e posto
dF
= KR, ; F/(o) = 3.50

e dove si e tenuto conto delle ?7?.

Indichiamo con
oo — R\/ﬂ(‘/o + Eo[), (351)
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una radice dell’equazione

F(oa) = 0, (3.52)
OVVero: l
Flfl(O'Ol) = —Fl(Uoz)- (3-53)
ool
Calcoliamo
dD; _ [oF'(0) + F/(0)]Fi(0) — o[F/(0)] do (3.54)
dE F? (o) dE’ '
In risonanza p R
a M
— = —, (3.55)
(dE) Fol 20’0;
ovvero, grazie alle B.52:
dD F// 2
<—l> _ o) K (3.56)
dE Eq, Fog) 2
Usando le 77, 7?7, B52, B.53, si trova:
l(l+1
F'(on) = [ ( > ) — 1] Fi(ow), (3.57)
0

e quindi, sostituendo nella B.50:

dD, I +1) R*u
<d_E>E_[ Lo B (3.59)

Nelle figure e riportato un esempio di risonanze calcolate. Con una buca
quadrata di raggio R = 1.3 A3 fm (A=40), e profonditd Vy = 50 MeV, si
k20' 1
20+ 1)m
appare come un minimo, poiche il background ¢ ¢ grande. La prima sezione
d’urto ¢ calcolata tramite la soluzione esatta B48. La seconda sezione d’urto
tramite la Breit e Wigner B.43, valutando i parametri in risonanza. La forma
e un po’ diversa perche la risonanza e larga; a rigore le BW funzionano bene al
limite di I' — 0. Nella terza sezione d’urto , si usa ancora la B. e W., ponendo
A = ¢ = 0. Senza background, la risonanza acquista ’aspetto usuale della
Lorenziana. Il significato fisico di questo tipo di risonanza (detta di particella

singola) e che la funzione d’onda viene intrappolata dentro il potenziale.

E’ quindi un effetto di risonanza in senso classico. L’effetto si nota
osservando la sezione d’urto in funzione di E. Se non c¢’e background in riso-
nanza c¢’e¢ un massimo di o, ma con il background le cose possono cambiare.

calcola in funzione di E. Si & scelta una risonanza con [ = 1 che
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Il segnale della risonanza ¢ una rapida variazione di o con E| le cui modalita
possono essere complicate. La barriera centrifuga facilita I'intrappolamento
e quindi esalta il fenomeno. Per questo abbiamo scelto per I’esercizio un caso
[ =1, essendo in generale il caso [ = 0 meno significativo.

In generale si ha una risonanza in ¢ quando, messa S in una forma di

tipo (7.29):

0 ()
S = E  F =R ;. k reale, (3.59)
e (+)
ImZF
Re[Fie)] =0, —— "l >0. (3.60)
{ER[E} E:al

Nell’esempio dato precedentemente, l'estrazione della fase sfera rigida e la
distinzione fra Fy e g;, era suggerita da motivazioni fisiche (far coincidere
la risonanza con l'annullarsi della derivata logaritmica). Cio getta un po’ di
ambiguita nella definizione dei parametri della B.W.

Per dare un altro esempio, consideriamo un potenziale di rango 1 con
[ = 0. Una famosa scelta del fattore di forma e

v(r) =e " /r. (3.61)

Riprendiamo le formule relative ai potenziali di rango finito, omettendo gli
indici n (perche n = 1), ed 1 (perche [ = 0).
Dalla 7?7 si ha:

2 — _
Gy = _?,u [GUFU +1i (Fv)g} : (3.62)
Per la parte reale:
_ o] x k 2 k2
GvFv = /0 cos kx e_ﬂxdx/o sin ky e dy = M (3.63)
Il fattore di forma in rappresentazione momento e
Fv= /OO sinkx e % dx = L (3.64)
0 32 + k2
Dalle 77, ?7:
_ 2 [m=— . =\2 1 3 —k?+2iBk
_ * _ 1 _ 1 _
S=M/M,M=X"=Gy=\ +? {GvFv—l—z(F'U) ] = X—i—u R CEYO
(3.65)
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Conviene porre

A
A= % (3.66)
e sl ottiene
o _ (B2 k)’ + A5 — k) + 2iBkA (3.67)
T (B2 E2)2 4+ A(B2 - k2) — 2iBkA ‘
L’energia di risonanza si ottiene risolvendo 1’equazione
Re[M(ko)] = (8% + k) + A5 — k) = 0. (3.68)
Si ottiene: )
2 _ 2 _
B= [A — 232 4 /AN — 862)} — uE, (3.69)
2ImM 028koA
po 20mMky) _ Okl o _ 41 (3.70)

apRe(M)] /A= 85)

Adesso ci vuole un po’ di discussione.

e Se A > 0, deve essere A > 83 affinche sia kZ reale. Ambedue le scelte
Q = £1 danno k% > 0, ma solo Q =+1daTl > 0.

e Se A < 0 deve essere 2 = +1 affinche sia kg > 0. Viceversa deve
essere () = —1 per I' > 0.

e Quindi 'unica possibilita per avere la risonanza ¢ A > 0, Q = +1.
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Parte 11

Scattering elastico e inelastico
fra due particelle dotate di
struttura
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Capitolo 4

Scattering elastico fra particelle
dotate di spin

4.1 L’ampiezza di scattering

In questo paragrafo 'unica struttura interna che si assume nelle particelle,
¢ il momento di spin intrinseco. Formalmente questo fatto interviene nel
formalismo come una complicazione che si sovrappone al momento angolare
orbitale. Cominceremo a parlare di canali, ma solo in quanto caratterizza-
ti da diversi numeri quantici di tipo spin—angolare, non da diversa energia.
L’elemento caratterizzante, da un punto di vista fenomenologico ¢ la scom-
parsa della simmetria cilindrica, I'intervento della coordinata ¢ nella sezione
d’urto, e il fenomeno della polarizzazione.

Data una particella di spin s e proiezione v, definiamo lo stato di pola-
rizzazione |sv >, autostato contemporaneo degli operatori S? e S, rispetto a
un prefissato riferimento:

S%|sv >=s(s+ 1)|sv > ; S.|sv >= v|sv >, (4.1)
soddisfacente le seguenti condizioni di ortonormalita ecompletezza:
< sV >= 8590, 3 D |sv ><sv| =1 (4.2)
v

Per dare un senso a queste notazioni formali, definiamo la coordinata di
struttura interna &, con le condizioni

<gle>=d(e—¢€); [le>de<el=1, (4.3)
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in modo da definire ’autofunzione di spin

< &lsv >= x{(6), (4.4)

e le sue proprieta
J XA = by 3 AONEE) =0(E =€) (45)

Queste condizioni discendono dall’'uso combinato delle relazioni f.7 e ?7?.
La variabile £ e formale, e verra spesso omessa ove non ci sia pericolo di
confusione.

Consideriamo adesso l'interazione fra due particelle di spin s, ss, €
definiamo 'operatore spin di canale

S=S,+8,. (4.6)

L’autofunzione di spin di canale, autostato contemporaneo di S? e S,, si
scrive tramite i coefficienti di CLEBSH-GORDAN:

X4 (6) = Z < 81V1821|815950 > Xe (51)9653 (&2), (4.7)

viv2

dove si intende che £ = & ® &, e dove
|s1 —$2| <s<s14+85; —s<v<s. (4.8)

Le equazioni agli autovalori restano formalmente le 1], con diverso significato
per gli indici s e v, e le relazioni di completezza (.2, .5 diventano adesso:

d sy ><sv|=1; ZX =46(&6-¢). (4.9)

sv

Adesso possiamo estendere la definizione .48 come segue:

1 ~
|ksivy 5919 >= Z |klm > % <lIm|k > |sjv1 > |sarn >,
Im

< rim|klm >
< r&i&olksivisarn > Z < 7|llm > M _

i kr
=< lm|/% > £1|81V1 > §2|821/2 > . (410)
Introduciamo il momento angolare totale
L+S=1J, (4.11)
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e 1 suol autostati
J2|lsJM >=J(J+ D)|isJIM > ; J,|lsJM >= M|lsJM >, (4.12)

che si costruiscono dagli stati disaccoppiati tramite la trasformazione di
Clebsh—Gordan:

IsJM >=>"|lmsv >< lmsv|lsJM > . (4.13)

mv

Quindi operiamo sulla prima delle .10, introducendo lo schema di accoppia-
mento

S1+S2=S, L+S=1J. (4.14)
Si ottiene:
1

|k81V152V2 >= Z -
ImsvJM

< Im|k >< s111801]518050 >< Imsv|lsJM > |klsJM > . (4.15)

Questo e lo sviluppo del ket in rappresentazione [sJ. Operiamo allo stesso
modo sulla seconda delle .10, introducendo le seguenti posizioni:

< 51|81V1 > €2|82V2 >= Z < 811/1821/2|818281/ > €1€2|81828V >,
sv

< 7llm >< &1&3]s185250 >= Z <Imsv|lsJM >< 17&&|lsJM >,

JM
2 . F(k
< rim|klm >= \/jil ( T),
s kr
it < PEE|IsTM >= VM (7€). (4.16)
Si ottiene finalmente:
2 F(k
< r§]k51V132V2 >= /- l( r)
T ImsvJM kr

< s11 891|189 >< Imsv|lsIM > Y™ (k)YM (7€), (4.17)

Questa ¢ la funzione d’onda di una coppia di particelle non interagenti di
spin—proiezione s, v; ed $o, 15 rispettivamente. S’intende che k ¢ il momento
relativo, ed [ il momento angolare del moto relativo.

Adesso passiamo alla matrice S [LI70, estendendone la definizione: con-
sideriamo un processo di collisione in cui lo spazio iniziale & caratterizzato da
momento relativo e proiezioni ks, e lo stato finale da valori k'vjv, per le
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analoghe coordinate (gli spin delle due particelle, s, s2, non cambiano dato
che le particelle sono le stesse prima e dopo l'urto, e quindi possono essere
indicate per chiarezza oppure omesse).

< K's1v18905|S|ks1v1 8909 >=< K s111 5905 |ksivySov9 > —

ok —k
—iﬂﬂ% < K's1v1 8904 |T ks 118910 > . (4.18)
Introducendo gli sviluppi £. 15 e con opportune manipolazioni si ottiene
Sl{s’,ls(k) = 5”'558’ - 7ﬁl"]s’,ls(k)’ (419>

avendo posto

< KUs'TM|S|klsJM >=6(k — k')Sily 5 (k),
< KU's' IM|T|klsJM >
i |k [kis = T, (k). (4.20)
In tutto il procedimento si e tenuto conto implicitamente della conservazione
di J, e invarianza rotazionale, che comporta I'indipendenza di S e T' da M.
Scrivendo 'unitarieta [LI70 in rappresentazione [S.J e sviluppando, &
facile ottenere la forma seguente:

> Si’]s’,l”s” Sl{:l”s” = OwOur .- (4.21)

17s”

Adesso ricordiamo la [[L127, e riscriviamo l'ampiezza di scattering per la
transizione fra stati di canale e di definita proiezione dello spin delle due

particelle:
Fophanin = =201 < KV T|kvve > (4.22)

Introduciamo a destra la rappresentazione accoppiata (sull’energy-shell):

27

Jviv o, = e lfn/*(l;:')Yim(l;:)ﬂ‘/]S,’ls(k) < 81V, SaV|81828'V >

WWmm'ss'vv' JM

< s111 891818250 ><I'm/ SV |I'sS' TM >< Ilmsv|lsJM > . (4.23)

Specifichiamo meglio il riferimento, assumendo 1’asse z coincidente con il
momento iniziale k, e I’asse y individuato dal versore

k x k'
= . 4.24
1Tk x K| (424)
L’asse x ¢ ovviamente tale che la terna zyz sia ortogonale destrorsa. Con
queste convenzioni abbiamo: £ = 0,0 k' = 4,0. Ricordando la proprieta:
2041
Y7™(0,0) = {/ =80, 4.25
7(0,0) = /=00 (4.25)
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la B23 diventa:

fuiué,uluz = % Z (2l -+ ]. 0 0 < 811/1821/2|81828 Vo>

< S11189la|818950 >< 0sv|lsJy >< I'm/s'V|U's' Jv > T/
!

Wm'ss'vv'J

(4.26)

Dalle proprieta dei C.G. abbiamo: M =v,m'+v =v —-m' =v -1, e
quindi finalmente:

s'\ls*

7
foivhanv, = Z Z m(2l +1)Yy 9 0)T7/, 11s < S1V Solh| 1828’V >
WWss'vv'J
< 81v189b9818950 >< 0sv|lsJv >< l'v — V'V |I's' Jv > . (4.27)

Nel caso limite di particelle senza spin s = s = v =1 = 0, i C.G. danno
[ =1 = J e si ottiene

f= %gl: V2L + DY (0)T; = ;—k l (2l + 1) P(0)T;. (4.28)

La .12 non coincide con le .76 e .79, ma si riduce a queste se si sostituisce
T, — imkuT;. Le convenzioni della letteratura sono responsabili di questa
discrepanza.

Dopo il caso banale s; = s5 = 0, il pitt semplice caso di interazione spin—
dependent, ¢ quello s; = 1/2, s = 0 (o viceversa). Questo & per esempio
il caso neutrone—alfa. Noi ci limiteremo ad esemplificare il formalismo su
questo caso. Dalla @ abbiamo evidentemente s = s’ = %

C’e un solo possibile spin di canale e due possibili valori di J per ogni
I J=1+1/2eJ=1-1)2.

Allora I’ potrebbe essere al massimo [ + 1 e al minimo [ — 1, ma se
si assume la conservazione della parita, questi valori sono esclusi, ed [ (in
questo caso particolare) si conserva: [ = '.

I possibili valori delle proiezioni sono vy = v = :I:% ; vy = 0, e quindi
I’ampiezza di scattering ¢ una matrice a 4 dimensioni:

1 1.1 1. 11. 1 1
V7V/:§7§a 277 92 T 999 T 9y 9
Essa si scrive:
I+3
Jor (0 Z Z V(2L 4+ )Y 7Y(0,00T,
lOJ|l_l‘
><<l01 |l Jv ><1 1 ’|l1J > (4.29)
—v|l=Jv v—u, = vV|l=Jv >. .
2 2 ’ 727 2

Esplicitando i due valori possibili di J (per ogni [), si ottiene:

Furu(6,0) Z\/ 20+ DY (0,0)[Ay s )T Ay (/)T R,
(4.30)
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avendo posto

1 1 1 1 1 1
ALH:%(V/,V) =< lO§V|l§,li 5,1/ > Z,V — 7//, §V/|l§,lj: 5,]/ > . (431)

Tramite i valori dei C.G., si ottiene la seguente tabella:

~

Vv | Aucye Ay
T 1 T gEan
2 2 20+1 20+1
1 1 \/l(l-l-l) \/l(l-i-l)
2 T2 | 7 241 20+1

Allora, tenendo conto che

20+ 1
Y0 = P
l ir
, 20+ 1
Yil — +ip : epl
T R
AlJ(I/,l/) = Alj(_l// - I/) (432)
sostituendo la {21, e ponendo
T I A T (R (4.33)
si ottiene finalmente:
1 i + 06
fiy =1y = g S0 DEF =)0 - 1IRE),  (439)
1 , e
fii=—f_11= ﬁ2(62’51+ — €% )P/ (6) sin 6. (4.35)
272 22 7
1
La .33 & lecita in quanto, in questo caso particolare (s; = 1/2, sy =

0), i canali [sJ sono tutti disaccoppiati fra loro, e quindi continua a valere
I'unitarieta nella forma £2.74, ovvero

1S71? = 1. (4.36)

Nel caso piu generale I'unitarieta assume forme pit complicate. Di questo ci
occuperemo quando parleremo dell’equazione di Schrodinger.

La sezione d’urto per fasci impolarizzati si scrive mediando sugli stati
iniziali e sommando sugli stati finali:

do 1
kz— = v vh v 27 4.37
s (251 +1)(2s0+ 1) V{yzéym oo (4.37)
ovvero, nel nostro caso:
do 1
2 _ 1 L2 2
BT = SRl 2y P (439)
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4.2 Matrice densita e vettore polarizzazione

La connessione fra ampiezza di scattering ed osservabili, diventa adesso piu
complessa. Entrano in gioco le misure di polarizzazione, e quindi nuovi tipi
di osservabili (connessi con I'insorgere dell’angolo ¢ accanto a 6 nella sezione
d’urto).

Sia |sa > lo stato di polarizzazione della particella «, in un fascio di
particelle a spin s. Assunto un riferimento zyz, e definito uno stato di spin
|sv > tramite le equazioni [L.1], rappresentiamo |sa > nella base |sv >:

s >=)"|sv >< v|sa > (4.39)

Il numero C8) =< sa|sv > ¢ tale che |C®)|? = rappresenta la probabilita
che una misura di spin in direzione z, fatta su «, dia per risultato v.

Supponiamo che il fascio sia composto da un un numero molto grande
di particelle a di spin s, ed eliminiamo per brevita l'indice s. assumiamo la
normalizzazione dell’intensita del fascio, ovvero:

dYo<ala>= ) <aly><vl ><V|a>=) |Col® = 1. (4.40)

avy’! av

Si osservi che, mentre gli stati di base |V > sono ortnormali completi:

<vlsV >=06,, 5 Y v >< V] =1, (4.41)

per gli stati |a > valgono le proprieta seguenti:

<ald >=> Ck Cuy, (4.42)

Y la><al=p. (4.43)
L’operatore p e detto operatore densita, e i suoi elementi di matrice sono:

po =Y, CaC%,0. (4.44)

Dato un operatore 2, il suo valor medio nello stato non puro che descrive il
fascio, mediato sul gran numero di particelle che lo compongono, é:

<Q>=> <afQa>= ) <aly><v|Q ><V]a>. (4.45)

avy’
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Ricordando la definizione .44 di matrice densita, e introducendo gli elememti
di matrice dell’'operatore €2,,, =< v/|Q|v/ > 'operazione di traccia:

<Q>=Tr(pQ) =Tr(Qp). (4.46)

La matrice p riassume le caratteristiche osservabili dello stato, mentre i
coefficienti C' ne danno la struttura microscopica.

Conoscere tutti i C' significa sapere come un fascio e stato preparato
(particella per particella). Conoscere p significa conoscere i dati di polariz-
zazione medi osservabili del fascio. La matrice p ¢ hermitiana, come risulta

evidente dalla BZ4:

Povt = Pviv- (4.47)
Se prendiamo in particolare 'operatore unita: {2 = 1, abbiamo:

La traccia di p ha il significato di un’intensita e vale 1 se si ammette la
normalizzazione E410.

Consideriamo adesso uno stato puro v = 7, cioe un fascio totalmente
polarizzato: tutte le particelle « =1,2,..., N hanno v =7 :

Cal/ = C(Suﬁa
la>=>"Céslv >=C|v >,

1
Cowl?=NlCP=1-C=—; C,, = , 4.49
> |Gt = NICO I e
a meno di una eventuale fase inessenziale.
VV’ 6I/V
P’ = Z CQVC; Z = (51,;5,/;. (450)

Uno stato puro di proiezione 7, ¢ descritto da una matrice p avente tutti gli
elementi nulli, tranne py5 = 1.

Se invece il fascio e totalmente impolarizzato, i coefficienti C,, hanno
modulo a fase distribuiti a caso. Negli elementi diagonali si ottiene il valor
medio quadratico del modulo, normalizzato:

2 4.51
Zlc’au| 2S+1 ( 5 )

Negli elementi non diagonali si ottiene zero a causa della distribuzione sto-
castica delle fasi dei numeri complessi:

o =Y CoCl, =0,se v#1. (4.52)
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In definitiva, per un fascio totalmente impolarizzato (cioe con gli spin distri-
buitiin modo random), la matrice p ¢ proporzionale all'unita:

- 51/1/’
25+ 1

P’ (453)

Consideriamo da qui in avanti il caso piu semplice s = % In questo caso
v > ¢ un vettore in 2 dimensioni, e p ¢ una matrice complessa 2 x 2.

[ parametri liberi nella matrice p sono 4 numeri complessi (= 8 parame-
tri reali) meno 4 condizioni di hermiticita (Re pj3=Re p22=0; Re p1a=Re po1;
Im pio=-Im py1), meno una condizione di normalizzazione, cioe 3 parametri
significativi.

Si definisce vettore polarizzazione P, il valor medio dell’operatore X
nello stato:

5

P=<X>=Tr(Zp). (4.54)

Le componenti del vettore X sono le matrici di Pauli:

01:<(1] (1)), 02:<(Z.) _OZ>, 03:<(1) _01> (4.55)

La matrice p puo essere rappresentata in una base costituita dall’unita, piu
le 3 matrici di Pauli:

3
p=> wrpr; wo= I, wy=o01x(A=1,2,3). (4.56)
A=0

Riassumiamo alcune note proprieta delle matrici di Pauli:

0109 =103 ; |01, 03] = 2io3 e cicliche,
0i=1, Troy=0, Troi=Tri=2 A=1,2,3. (4.57)

Da queste si ricava la relazione
Tr(oxo,) = 20, (4.58)
Includendo 'unita, la E.58 puo essere generalizzata come segue:
Tr(wwy) =20\ ; Ap=0,1,2,3; o9= 1. (4.59)

Il set w e ortonormale rispetto al tipo di prodotto scalare definito dal-
la E59. Cio suggerisce un metodo per ricavare i coefficienti p) nella E.5G.
Moltiplicando ambo i membri per w,, ed applicando 'operatore T'r si ottiene:

Tr(pw,) = 2p,.
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Sostituendo nella si ha finalmente:
1.
p=3 1+ 01Tr(poy) + 02Tr(po) + 05Tr(pos))| (4.60)

ovvero, tenuto conto della f.574:

p= %(#P-Z). (4.61)

Questa relazione inverte la .54.
In particolare, se il fascio e impolarizzato, si ha:

1.
p = 51; P =0. (4.62)

Se il fascio e totalmente polarizzato T:

p:<(1) 8) P —(0,0,1). (4.63)

Se il fascio e totalmente polarizzato |:

p = (0 0); P =(0,0,-1). (4.64)
0 1
Dalle equazioni f.54, f.44 si ottiene:
P3 = T?"(pO'g) = P11 — P22 = Z |Oa1|2 — Z ’CO,Q’Q. (465)

La 3% componente del vettore polarizzazione ha un significato importante:
da la differenza fra la percentuale di particelle polarizzate T e polarizzate |.

In sostanza, in questo caso (s = 1/2), ci sono 3 parametri liberi nella p,
e questi 3 dati si possono organizzare in un vettore P. Vedremo che questo
corrisponde all’esistenza di 3 osservabili indipendenti. E’ ovvio dalla .44 che
invece la conoscenza dettagliata di tutti i C,, richiede la definizione non di
3, ma di moltissimi (— oo) parametri, ma questo dato corrisponderebbe alla
conoscenza della struttura microscopica del fascio. La matrice p estrae quindi
da un problema microscopico molto complicato, gli elementi osservabili.

Passiamo adesso al problema di scattering con s; = 1/2, s5 = 0,. Que-
sto e un problema fortemente degenere, in cui tutto il formalismo assume
un aspetto molto semplificato. Siccome lo spin del bersaglio € nullo, lo spin
del proiettile si identifica con lo spin di canale, per cui, dal punto di vista
dello spin, il bersaglio € uno spettatore. Inoltre, poiche s; = s = %, 7 puo
assumere due soli valori (I £+ 1).
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Siano p e p’ le matrici densita che descrivono il sistema nello stato
iniziale e finale. A seguito della collisione p si trasforma come un operatore:

o= rfofl. (4.66)

La matrice che attua la trasformazione e la matrice .27 nel caso generale, e
?7? nel caso particolare che stiamo trattando a titolo di esempio. Ovviamente
f € una matrice 2x 2, come p (anche qui va ricordata la particolarita di questo
caso: la matrice p di canale si scrive p = p; ® 1o = p1, poiche qui la matrice
unita nello spazio 2, ha una sola dimensione).

Abbiamo visto che Trp ha il significato di una intensita (in questo caso
del fascio iniziale). Se supponiamo Trp = 1, allora p' = f(0,0)pf1(0,¢), da
I'intensita del fascio scatterato in 6, ¢, entro df2.

Quindi la sezione d’urto differenziale é:

do ,
— =Trp =Tr(fpf"). (4.67)
ds)
Si noti che se le particelle non hanno spin, si ha semplicemente do /dQ) = | f|?,
e quindi ritroviamo la [[.79.
Sostituendo la E61 nella 67 si ottiene:

e IR T TUT (1.68)

dove
P =Tr(Xp), (4.69)

e il vettore polarizzazione relativo allo stato iniziale. Per decifrare bene il
formalismo bisogna ricordare che:

— f e p sono matrici 2 x 2,

— 3 e P sono vettori in R3, le cui componenti sono matrici 2 x 2.

Il vettore polarizzazione relativo allo stato finale e:

Tr(oxp')  Tr(oaff1) + Tr(onf2f1) - P
Trp Tr(ffH+P-Tr(fEft)

P, = A=1,2,3.  (4.70)

La notazione ¢ succinta ma chiara: dove c’¢ il prodotto scalare, si intende
che esa va fatto in R3, fra le grandezze vettoriali.
Nel caso particolare in cui il fascio incidente sia impolarizzato (P = 0),

si ha:
do\ 1 Cpny Tr(oaffT)
(@)0 = §T7’<ffT) ; (Po)a = W (4.71)

Si noti che la prima delle f.71 coincide con la E.38.
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Quindi con il suffisso 0, intendiamo che ci si riferisce alla situazione di
stato iniziale impolarizzato (ovvero fascio incidente impolarizzato, perché nel
nostro esempio il proiettile ha s; = 1/2, mentre la targhetta ha sy = 0).

Tenendo conto della proprieta

Tr(ZffY =Tr(fSfm, (4.72)

che ¢ vera ma non banale, e che diamo senza dimostrazione, le equazioni
A.67...£.71 si possono ricompattare come segue:

do 1
(m)o = §T7"(ffT)7

dJ) 1

—o | Po=Tr(fEfh),

(dQ 0 2

do do

—=(—=] QA+P-P;

dQ <d9>0( + 0)7

49 b (d"> (Pl + K Py + Ko Py + Ky Py)
02— | S0 ) ALl A2472 A3473) 5
ds2 sl ),

dcr) 1

— | Ky, = =Tr(orfof). (4.73)
(dQ o 2 g

I coefficienti K si chiamano coefficienti di correlazione (fra le polarizzazioni
entrante ed uscente).

Le prime due equazioni si riferiscono a cio che succede se il fascio in-
cidente ¢ impolarizzato. Le altre trattano il caso generale, ma sono espresse
do e Py,

), °

Riprendiamo adesso le B34, B35, L’ampiezza di scattering si puo
mettere nella seguente forma matriciale:

f:(_); )Y(> (4.74)

pero in funzione di

avendo posto

X(0) = ﬁ;{(l—kl)(e%ér — 1)+ 1 — 1)} R().
Y () = 2;1 l {7 — &2} Pl(6) sin . (4.75)

A questo punto bisogna parlare del riferimento. Parlando di polarizzazione
non basta fissare 1’asse z coincidente con k, ma bisogna fissare anche gli altri
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2 assi, poiche dobbiamo avere un riferimento ben definito per rappresentare
i vettori polarizzazione. Si sceglie ’asse y coincidente con il versore

k x k'

|k x K| (4.76)
normale al piano di scattering. L’asse z giace nel piano di scattering, ed ¢
definito in modo che la terna xyz sia ortogonale destrorsa (figura f.1)).

L <
e S

Figura 4.1: Terna di riferimento

Per il calcolo delle espressioni .73 conviene esprimere la matrice f nella
forma

f = Al + BY -n = Al + Boy, (4.77)

avendo tenuto conto che nel nostro riferimento n = ¢, e quindi ¥ - n = os.
Per risolvere il sistema E.74 rispetto ad A e B, ricorriamo al solito metodo:
calcoliamo prima la T'r(f) e poi la Tr(fog), approfittando delle relazioni di
ortonormalita gia ricordate. Si ottiene X = A, Y = iB. Conviene quindi
far riferimento a una nuova parametrizzazione dell’ampiezza di scattering,
OVVero:

Ab) = 5 {0+ 1) = 1) +1(e* — 1)} B(0),
B(6) — % {397 — 9} PI(6) sin6. (4.78)
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Adesso il calcolo delle .73 richiede un’algebra delle matrici di Pauli, che e
descritta in Appendice. Si ottiene la seguente esplicitazione:

do\ | o 9
(G5 —arizr

P(/)l = P(;?) = 07
P 2Re(AB*)

AR +|BP
do do do
— = == 1+P-P))=|— 1+ PP
(i) arpry = () 0

do 9 9

a9 K/\u = 5/\uHA| - (5u1 - 5u2 + 5u3>|B| ] +

0

+2]m(AB*)(5)\15M3 — (5)\3(5#1). (479)

Sostituendo queste espressioni nell’ultima delle {.73, si ottengono le espres-
sioni dettagliate del vettore polarizzazione in uscita:

do , (do [|Al2—!B|2 2Im(AB*) ]
ot \dQ ) AR +|BR T AR+ B2
do _, (do ,

@Pz— (m)o[f’frpoz],

do do\ |A]? - |BJ? 2Im(AB")
Bl =/ [ e N s Ny = NP oy - 1 4.
O <d9>0[|A|2+|B|2 5 AP + |BJ? 1 (4.80)

Queste equazioni, assieme alle .74, danno tutti gli osservabili in funzione

delle fasi.
do

ds}

d’urto hg simmetria cilindrica. Infattiin questo caso non esiste un riferimento
rispetto al quale valutare (.

— Py||n. Se il fascio incidente ¢ impolarizzato, il fascio uscente e caratteriz-
zato da un vettore polarizzazione L al piano di scattering. Infatti se P = 0,
lo spazio e scandito da 2 vettori (k;,k; nel piano di scattering), e 1 pseu-
dovettore (n L al piano di scattering): quindi P’ che & pseudovettore, deve
essere rappresentato in n.

e funzione solo di 6. Se il fascio incidente e impolarizzato la sezione

do
_<d—Q non ha simmetria cilindrica. La dipendenza da ¢ ¢ portata dal
termine P.n. La polarizzazione del fascio incidente porta nella scansione
dello spazio una seconda direzione privilegiata oltra a quella data da n, e

rompe la simmetria cilindrica.
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Eseguiamo un doppio scattering, con fascio inizialmente impolarizzato.
Supponiamo dapprima che i due scattering non sieno complanari, ma che i
due piani di scattering formino un angolo ¢ come in figura f.2.

Figura 4.2: Piani di scattering

Il primo processo ha P = 0, e quindi:

do do

- = — A 2 B 2

i (G, e+
2Re(ABY)

Il secondo processo ha come polarizzazione entrante la polarizzazione uscente
del primo. Questo vettore deve essere pero rappresentato nel sistema proprio
del secondo scattering, ed e:

P = U(2'sing + §'cosd). (4.82)

Allora la sezione d’urto ¢

do do ., do

(o) = GO+ UV eoso) s (G0N = (AP +IBP),  (483)

dove I’apice indica le grandezze relative al secondo scattering.
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La polarizzazione in uscita é:

, UW'sing ~ _, U +Ucosp _, UV'sing

P = it = 7 = —— 4.84

Y14 UUcosp’ 2 14+U'Ucosp ™ * 1+ U'Ucos¢’ (4.84)
dove si e posto

, 2Re(A’B™) . 2Im(A'B*) __, |A]?—|B? (4.85)

o \A’|2+|B’|2 ) o |A’]2+|B’\2 ) o ’A/P_HB/‘Q'

Chiamiamo convenzionalmente destra la situazione in cui i due scattering
sono complanari e le particelle vengono rivelate dalla stessa parte (¢ = 0).
In questo caso la sezione d’urto e:

d
<g> = (|A]?+|B'»)(1+UU), (4.86)
a2/,
e la polarizzazione uscente:
U+U
(Pl,)d = (P?i)d = 0; (Pgl)d = m (4.87)

A sinistra (¢ = ), si ha invece:

do
(G6) = Qak s 10 - vo,
U —-U

1-0U"

La polarizzazione in uscita ¢ ovviamente sempre normale al piano di scat-
tering, e nei due casi si somma o si sottrac. Dalle (48a) e (48¢) si ricava
invece un metodo per misurare il prodotto delle due polarizzazioni tramite
una misura di asimmetria destra—sinistra:

(Sl%)d - (fl%)s
(46)a+ (58)s
Con questa misura si determina la polarizzazione del secondo scattering se
e nota quella del primo. Se i due processi hanno lo stesso angolo 6, e se
¢ ininfluente la differenza energetica (cioe se sono identiche le condizioni
dinamiche), la misura consente di determinare U?, ovvero la polarizzazione
dello scattering a meno del segno.

Quanto detto finora riguarda le connessioni fra gli osservabili e la ma-
trice S (o le fasi §). Per concludere questo paragrafo, vogliamo dire qualcosa

sull’equazione di Schrodinger, che consente invece la determinazione della
funzione d’onda, e quindi delle fasi, dal potenziale.

(P)s = (Py)s =0; (P3)s= (4.88)

UU’ = (4.89)
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4.3 Le equazioni accoppiate

Torniamo al caso generale (scattering di particelle con spin qualsiasi), ed
estendiamo alcuni risultati gia ottenuti, al caso di un processo elastico, ma
multicanale nel senso dello spin.

Conviene scrivere lo stato delle due particelle libere in uno stato di
definito spin di canale. La generalizzazione della .1§ si scrive facilmente:

21
< rélksy >= ;Hlmz; <lImsv|lsJ,m+v >
Vi (7, ) Fy(kr) Yy (k). (4.90)

Scrivere 'espressione dell’onda distorta (relativa all’onda incidente di carat-
teristiche ksv), ovvero generalizzare la B.58. Bisogna tener conto del fatto
che si conserva J M, e non si conserva in generale [s; di conseguenza u diventa
una matrice u o ls(k 1), ed opera la connessione del canale di entrata /s, con

stati V)7 (7 {):

21
<rélk+sv>=4/=— Y  <Ilmsv|lls/m+v>
™ kr ImJl's’
Y (yuy) i, (k) V7 (7,€). (4.91)

Adesso sostituiamo la .91 nell’equazione di S, e teniamo conto di quanto
detto a proposito della 2.20. Si ottiene:

o o, U+ \F 1
lm%y (87“2 Tk r2 —HV mk

<Imsv|lsj,m+v > yﬁfij(rf)ul, ,ls(k Y (k) =0,  (4.92)

avendo tenuto conto che L? agisce su Y(7).
La sommatoria su Im si separa facilmente grazie all’ortogonalita delle

Y;(k). Pitt complesso ¢ il ruolo delle Vit (7€), e quindi lintervento sulle
sommatorie in I's’. Moltiplichiamo a sinistra per V)57 (7€), e integriamo in

dr d¢, tenendo conto che 'unico termine che puo essere non diagonale in [s
e eventualmente V', e tenendo conto che

/ysz (FOYVI 1 (PE) dE dF = Su6ssr 0.5 6010r, (4.93)

come si ricava immediatamente dalle 2.8, B3 e dall’ortogonalita dei coeffi-
cienti di C.G.
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Si ottiene:

S D

Xul(’s’,ls<k7 T) = 07 (494)

)51/1//5 rgit — < s //J|V|Z/S/J > ]

avendo posto
<U"s"J|V|l's'J >= / Yol (REV (x&) V)L S (7€) drdE. (4.95)

L’equazione di S si e trasformata in un set di equazioni differenziali accop-
piate: un’equazione per ogni [”s”, un set di equazioni per ogni J.

Per esempio nell’interazione nucleone-nucleone abbiamo s; = sy = % e
quindi due stati di spin di canale s = 0, 1, cosiddetti di singoletto e tripletto
(perche ammettono una e rispettivamente tre proiezioni). Quindi per ogni
J > 0, e tenendo conto della conservazione della parita, abbiamo 4 stati
|Jsl >: un singoletto |J0J > ed un tripletto |J1J > disaccoppiati, e due
tripletti [J1,J —1 >, |J1,J + 1 >, accoppiati fra loro.

La generalizzazione della [[.77 e:

ezkr

\Ijsykoo(rg) = eZkr V + ZXS fsu sv TA’) ,

(4.96)

La funzione d’onda totale (outgoing), caratterizzata dai numeri quantici sv
nello stato iniziale, si scrive come sovrapposizione di un’onda piana nello
stato sv di spin di canale, pitt onde sferiche in tutti gli stati s’/ che possono
essere eccitati (e la possibilita di eccitazione dipende dalla [.95). L’ampiezza
di scattering f € una matrice i cui elementi danno gli accoppiamenti fra ’'onda
piana entrante sv, e le onde sferiche uscenti s'v' (fra gli st/ ¢’¢ ovviamente
anche sv).

Adesso sostituiamo nella [£.96 1a .91 e [1.90 (tenendo conto che Wi (r)x%(£) =
(2m)32 < rélk + sv >), la e la .19, Sostituiamo quindi la .27, che ci

serve pero in rappresentazione spin di canale, cioe nella forma seguente:

forvr o = Z V(20 + )Y (0,017 o1s < 10sv|lsJv ><Tv='sV|l's' Jv > .

ks
(4.97)
Procediamo quindi come per la R.87 (I'obiettivo e infatti quello di ottenere
la generalizzazione della 2.87):

A 20+1
— Y <Imsv|lsJm+v > Y] [u ,(,*?ls]oodmo =
KT it ’ an
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i(krf%”)

4 — emilkr=%) 2 +1
:—WZ<lmsy|lsJ,m+1/>yZ§f”e ¢ - hi +

kT oy 2i "N 4
+Z STm@L+ DY < 0sv|isJy >< U v — v, sV |I's' Jv > x
ki
6 kr
(6”'585 Sl/sl,l8> r . (498>

Sviluppiamo ulteriormente aggiungendo nel 1° termine del 2° membro >,
O Ossr, € sostituendo ls — I's':

pilkr—LE) _ o—ilkr—LE)
Z yl/ 'J ul/ /ls Z yl/ rJ 2 6”’558’ +
LIU's! LIS L
kr——’r)
+ Z Sl’ / ls (5”/553/)3);78/J, (499)
1Ji's' 21
e sl trova finalmente
{U;/—S/Js(kﬂ")]oo = % {6111558/6_i(kr_l/7r/2) - Si{S,’lsei(kr—l'w/Q)} . (4100)

Questa ¢ la generalizzazione della B.87 e il suo significato ¢ evidente.
Commentiamo adesso brevemente il sistema accoppiato .94, e gli ele-

menti di matrice .95, dando alcuni esempi. Supponiamo che V' abbia, oltre

ad un’eventuale parte centrale, le seguenti componenti vettoriali o tensoriali:

1
V=L-S= §(J2—L2—SZ). (4.101)

Siccome ) ¢ autostato di J2, 12, S?, usando il membro di destra si ottiene:

L-S|is] >==[J(J+1) =l +1) = s(s+ 1)]|is] >, (4.102)

N | —

e quindi:

J(J+1)—l(l+1)—s(s+1)_

< l/S,J“ . S|ZSJ >= 5”/535/ 9

(4.103)

Non c’e accoppiamento fra canali, e quindi il set .94 si riduce a un’eq. di S.
ordinaria. Come e noto, ’accoppiamento tra canali viene invece attuato dal
potenziale tensore

3 6 .
St = Slr @rla- [S1© Sol = 8y 7 Ya(#) - [S1 @ Sl (4.104)
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dove le operazioni si intendono fra tensori sferici irriducibili. Gli elementi di
matrice di questo operatore sono:

< I's'J|Spalls] >= 44/ (20 + 1)(20 + 1) -
-\/308182(81 + 1) (s +1)(2s1 +1)(2s2 + 1)(2s + 1)(2s" + 1)

/

o2 l>{l’ s J} 1oz 8
S1 S3 S p. (4.105)

(000 s 21

Pit che l'espressione di dettaglio, a noi interessano le regole di selezione
contenute nei coefficienti a 3j, 6j e 9j. Devono essere soddisfatte le relazioni
triangolare fra i vettori che si accoppiano, ovvero :

S1 SS9 S

/
Sll 852 f] (4.106)
r s J

Cio vuol dire che deve essere |s; — so| < s < 51 + $3 etc. Ma devono essere
anche soddisfatte le relazioni triangolari

(4.107)

perche sia ss’ che [l', sono accoppiati fra loro da un tensore di rango 2.
L’ultima relazione, assieme alla conservazione della parita da la regola

di selezione ben nota:
U'=11+£2.

In un problema multicanale I'unitarieta della matrice S vale nella forma
piu generale f.21], che riscriviamo:

SST - 1, Z Sl,Js,l’s’ i{ll/l,l/sl - 6[[”555”, (4108)
s

e quindi non si puo definire una fase reale come nell’equazione B.75.
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Nel caso di due soli canali accoppiati, che e il piu semplice, e interes-
sa per esempio ’accoppiamento tensoriale S — D nell’interazione nucleone—
nucleone, si puo dimostrare che la piti generale matrice 2 x 2, unitaria sim-
metrica, pud essere messa nella forma seguente (indicando globalmente con
un indice @ = 1,2 i due canali):

Si1 = pe*® (10.62a)

Siy = So1 = iy/1 — p2e'®17%2)(10.62b)

Sgg = pe?ioz, (4.109)

in funzione dei 3 parametri p, d; e d. Poiche p deve essere compreso fra 0
ed 1, si puo porre:
p = COS 2, (4.110)
ottenendo una parametrizzazione della matrice S, detta di Stapp.
Un’altra procedura usata in letteratura, e quella di diagonalizzare la
matrice (unitaria simmetrica) S, tramite una trasformazione unitaria U:

USU ™" = Sy (4.111)
Per la matrice U si puo usare la forma

cose sine
—sine cose

U= (4.112)

dove e rappresenta 1’angolo della rotazione che diagonalizza S, ed ¢ detto
parametro di mixing. La Sgiae si puo porre nella forma

62104 0

0 28 | (4.113)

Sdiag -

dove « e 3 sono dette autofasi.
I parametri €, o, (3 si ricavano in base alle seguenti equazioni:

pSiIl(52 — (51) + \/Z

tge =
.g6 /1 _ p2 Y
£ sin in?(8y — 0;) £ cos(da — 61)VA
a =01+ arctg '
p co 2(52 51) + Sll’l(52 — 51)\/ A
B 2(52 51) + COS(52 — 51)\/ A
B =0y — arctg? -
pCOS2((52 (51) F Sll’l((SQ — 51) V A

A =1—[pcos(dy — 61)]. (4.114)

La doppia scelta di segno corrisponde ad un’ambiguita intrinseca nella
soluzione del problema.

Questo metodo di diagonalizzazione la matrice ¢ stato introdotto da
Blatt e Biedenharn.
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Capitolo 5

Scattering elastico e inelastico
fra particelle dotate di
struttura

5.1 1l problema tridimensionale

Consideriamo linterazione di un proiettile “elementare” con un bersaglio
dotato di struttura interna (questa & una semplificazione: la generalizzazione
al caso in cui ambedue le particelle sono eccitabili implica complicazioni, ma
non presenta difficolta di principio).

Descriviamo il sistema con un hamiltoniano totale

H:H0+V; HOIHO—i—Ht, (51)

dove Hy = e l'energia cinetica del moto relativo, H; = e 'hamiltoniano di
targhetta e V' = il potenziale di interazione.
L’equazione di S di targhetta

Hthz(é) - 5axa(§)7 (52>

definisce gli autostati y, e gli autovalori &, di targhetta. Con « indichiamo
collettivamente tutti i numeri quantici che individuano lo stato di targhetta,
mentre £ indica genericamente le variabili interne.

Supponiamo che gli stati y formino un set ortonormale completo:

SN (Oxal€) = 0E =€) [ Xa(OxalOdE = duar  (5:3)
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Qui e implicita I'ipotesi che non ci sia uno spettro continuo di targhetta,
ossia che la targhetta si possa eccitare ma non rompere.

Per affrontare concreti problemi fenomenologici si tronca opportuna-
mente lo sviluppo in canali, assumendo pero sempre valida la completezza
b.3. Questa e ovviamente un’approssimazione, la cui correttezza deve essere
verificata caso per caso. Siamo in una fisica di modello.

La filosofia che sta sotto queste procedure e che se il troncamento non
e troppo severo, provoca solo piccole perturbazioni che possono essere com-
pensate con piccole variazioni nell’interazione, che e di solito un’interazione
fenomenologica. In altre parole I'interazione e “efficace”, e compensa i difetti
delle approssimazioni introdotte.

I dettagli dell’equazione p.7 sono la spettroscopia. La spettroscopia e
una teoria che descrive il comportamento del nucleo bersaglio e dei suoi livelli
fino al break—up. Questa teoria deve dare autofunzioni e autovalori per tutti
i livelli. L’anello di congiunzione fra dinamica e spettroscopia ¢ dato dall’e-
quazione p.2, e dalla definizione dell’interazione (vedi pit avanti I’equazione
5.16) capace di connettere fra loro i diversi canali. Noi c¢i occupiamo della
dinamica, e rimandiamo ad altri testi per la spettroscopia.

Per scrivere ’equazione di S libera del moto relativo, bisogna specificare
in quale stato si trova il bersaglio. Per esempio:

HO@a<kaa I‘) = Ea‘Pa(kaa I‘) ) Qpa(kaa I‘) = eikar/(zﬁ)3/27 (5‘4)

rappresenta il moto relativo del proiettile, rispetto al bersaglio eccitato allo
stato a. F, e k, = \/ukb,, sono energia e momento del moto relativo,
e lo stato ¢, ¢ uno stato di onda piana. La coordinata r ha sempre il
significato [[.2, essendo adesso ry la coordinata del baricentro della targhetta
non puntiforme.

Lo stato completo ¢ il prodotto diretto degli stati di moto relativo e di
targhetta:

¢a(£>ka7r) = Xa<€>90a(k0wr)7 (55>
e soddisfa I’equazione di S libera di canale
Hogba(kaIf) = E¢a(kar€); (5'6)
dove
E=E,+& =E3+& =..., (5.7)

¢ 'energia totale, che si conserva.

Essendo lo spettro £ &, ... noto, il parametro E (energia totale), fissa
tutte le energie di canale, tramite la legge di conservazione b.7; quindi tutto
dipende da k.
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Piu precisamente il significato della p.g e il seguente

H0¢a(€v ko, I‘) = (Ht + HO)X@(§>¢a(kavr) =
= (H; ® Lo)XaPa + (1t @ Ho)XaPa = (Ea + Ea)XaPa = Eda, (5.8)

dove 1y e 1; rappresentano 'unita nello spazio di moto relativo e di targhetta,
rispettivamente.

Nel seguito sviluppi di questo genere verranno sottintesi.

Si osservi che piu in generale, se indico con p una variabile momento,
si avra:

Hoxa(€)e®" = (E4 + E,)Xa(£)e™; E, = p*/p. (5.9)

Seguendo la consuetudine, contrassegniamo con o = 1 il canale elastico (in
cui il bersaglio & nel suo stato fondamentale) e scriviamo:

£1=0 5 =F. (5.10)

Questa definizione ¢ un po’ anomala, perche implica &,(a > 1) > 0 per tutti
gli stati di targhetta. La convenzione piu corretta sarebbe quella di porre
&€ = 0 dove comincia il continuo di targhetta, ovvero all’energia di break—up,
in modo che tutti gli stati legati abbiano energia negativa.

La convenzione adottata e non pero contraddittoria, nell’ambito dell’i-
potesi di targhetta non frantumabile.

Fino ad avviso contrario, supporremo tutti i canali aperti, ovvero E, >
0 (e quindi £ > &,) per tutti gli a.

Adesso consideriamo il problema completo

HUT (¢, k1) = EUF (£, k,r). (5.11)

L’indice 1 vuol dire che le condizioni al contorno sono di onde entranti di
argomento k nel canale 1.
Sviluppiamo U{ in autostati di targhetta:

V(6 kr) =3 Xal(§)da(k,T). (5.12)

Attenzione! 1}, ¢ la componente su « della 9 totale, in un problema con
onde entranti nel canale 1. Bisogna ricordare la definizione, perche la matrice
1 € non simmetrica negli indici a1.

Tenendo conto della b3 si trova immediatamente:

k) = [0 (6 kTN (©)de. (5.13)
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Sostituiamo lo sviluppo b.12 nella p.11:
> (Ho+ Hy+V = EYoi(k,1)xa(€) =

«a

=Y (Ho+V = Ea)}i (k, 1)xa(§) = 0, (5.14)

avendo tenuto conto delle equazioni .2 e b.7.
Moltiplicando a sinistra per xj(€) e integrando in d¢, si ottiene infine
il set accoppiato

2_[(Ho = Ea)dpa + Va(r)]ta: (k) =0, (5.15)

«

avendo posto
Vialr) = [ Xo(OVEXa(€)de. (5.16)

Adesso possiamo generalizzare, considerando un problema con onde entranti
in un generico canale v, anziche nel canale 1. Si ottiene

Z[(HO — Ea)dpa + V,@a(rﬂ (;y(kvr) =0, (5.17)

(0%
una equazione per ogni [3; un set per ogni 7.
L’equazione puo essere scritta in forma matriciale nello spazio di canale:

[(Hy — E)1 + V(r)]®* =0. (5.18)

Facciamo adesso un po’ di formalizzazione. Scriviamo le relazioni di interesse
che definiscono gli stati su cui operiamo nei diversi spazi.
Nel sottospazio di targhetta:

<la >= xa(§),
SNla><al=1; <a|f>=das

[le>de<g =1 <€ >=0—¢)
Hila >=&,|a > . (5.19)
Nello spazio completo, in rappresentazione momento o coordinate:
Holap >= (€a + Ep)lap >3 E, =p*/p,
< &rlap >= xa(€)e™/(27)2,
/Z|ap>dp<ap|:1;/|r§>drd§<r§| =1,
< aplfa >=dapd(p —q); < ' >=d(r —1')(¢ - &),
< fBrlap >= (5aﬁeipr/(27r)%,
/Z lar > dr < ar|=1; <ar|fr' >=0d(r —1')d4p. (5.20)
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Andiamo adesso allo spazio di H:
< &rloka+ >= Ul (Ekor)/(27)7, (5.21)

¢ la funzione d’onda completa, con condizioni al contorno di onde entranti di
momento k, nel canale o. L’equazione p.11] (con la generalizzazione 1 — «),
si scrive formalmente:

/{32
Hl|ak,+ >= Elak,+ >; E= ;a + &, (5.22)

Infine lo sviluppo b.12 si ottiene inserendo una completezza di tipo p.20:

lak,+ >= /Z |6 > dr’ < fBr'|ak,+ > . (5.23)
B

Proiettiamo sulle coordinate:

< érlok,+ > = /Z < er|fr’ > dr' < v'f|akat >=

= ZXﬁ E)Upa(kar)/(21)*, (5.24)

avendo posto
< Brloka+ >= ¥, (kar)/(2m)%2. (5.25)

Cio premesso, ’equazione di L.S., relativa alla separazione H = Hy+ V', con
condizioni al contorno di onde entranti nel canale «;, si scrive:

lak,+ >= |ak, > + Viaeka+ > . (5.26)

1
E+ —H,
Dalla prima delle 520 si ricava immediatamente 1'operatore inverso:
L jap> (5.27)
— | : :
Ef —p2/u' "

(%

1
B =7, P

Quindi partiamo dalla .26, proiettiamo su < fr|, inseriamo tre completezze
di tipo p.20, sviluppiamo |ak,+ > nel secondo membro come in p.24, e
troviamo:

< frlaky,+ >=< ﬁr|ak > +
+f 3 < 2l gy |p > dp < plET" > de” i’

<& ”\V\f > d¢'dr’ < /|y’ >< yr'jak,+ > . (5.28)
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Sviluppiamo separatamente alcuni pezzi:

w

5 e 3
< x| gy e > ﬁew (2m) 2. (5.29)
L

V]

Se si suppone V locale:

"|\VIETY >=6(" - &)o(x" — )V (r'E). (5.30)
Abbiamo poi ‘
< Brlak, >= dgae™T /(27)3/2, (5.31)
Sostituendo e sviluppando si ottiene:
1
Vol ) = o™ + [ 3 2 ri€)

B
e®*(27) 2 dp e*ipr/(zw)wx/( v)de! dr XA ()T (koo ¥). (5.32)

Ricordiamo le [.57, che si estendono facilmente a questo caso, ovvero:

/ : dp— LT o (kg r, 1) (5.33)
o) B =™ T T ey - Cother

Otteniamo finalmente, ricordando anche la 5.1G:
Uhar.Ka) = gac™" [ 37 Gl (e ) Vi, () vl (kar), (5.34)
B!

che ¢ la forma esplicita dell’equazione di L.S di canale.
Rifacendo gli sviluppi asintottici [[.69 e segg., si ricavano le espressioni
asintotiche per r — oo:

'Lkr

wg_aoo(k I') = 5 Oéeikar fﬁa( )

Foal8) = / Ze*ﬂ”v Yok (Kot ), (5.35)

dove ki3 ¢ un momento di modulo ks e direzione r, ovvero ¢ il momento
uscente nel canale 3.

In modo del tutto equivalente si puo scrivere I’andamento asintottico
della funzione d’onda completa come segue:

ikgr

Wano (ke 7, €) = Xa(§)™™ + 3 FialB)x5(§) —
B

(5.36)
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Tramite questa equazione e facile generalizzare le [.[79 e seguenti, per dedurre
la sezione d’urto.
Per il calcolo del flusso incidente nel canale «, abbiamo:
Uil = Xa(§)e™, (5.37)
Nel prodotto scalare che compare in [.82 si deve intendere anche un’integra-
zione nelle variabili interne di targhetta per cui, grazie all’ortonormalita p.3
si ottiene un risultato molto simile a [[.8@, ovvero:

hk,
I === =v,. (5.38)
m
Per quanto riguarda il flusso scatterato abbiamo:
(@) 7zkgr A eik r )
AL = Rel3 | Fiul DGO = roOr () Dr =),
(5.39)
Grazie all’ortonormalita p.3, abbiamo:
do(J) MRS | foal )22 5.40
( scat) Z ’fﬁa( )| ( . )
B
Otteniamo cosi la sezione d’'urto per onde entranti nel canale a:
do k’ﬁ
0 o ) A1
5O = 5 1O (5.41)
Possiamo scrivere anche:
do do
—(0)]a = — (0 42
avendo posto
do k
[ O = 1 Faa (O (5.43)

Questa ¢ la sezione d’urto per la transizione dal canale « al canale (3, ed
¢ misurabile se si sa discriminare I’energia in uscita, ovvero discriminare i
canali. Si osservi che in questo caso i momenti entrante ed uscente non si
elidono perche sono diversi.

Adesso formalizziamo la b33 come la TT24:

=27 N/Z < KBV |y > dr’ < r'ylak,+ >, (5.44)
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e leviamo le completezze:

foa = =211 < K30|V]aka+ > . (5.45)
Definiamo le matrici §2 e T

lak,+ >=Q |ak, > ; VQ =T. (5.46)

Il significato della seconda delle .44 e il seguente:
< ak,|T|Bks >= /Z < aka|V]yp > dp < 1p|Qu|fks > . (5.47)
v

Riscriviamo la f in funzione della 7"
foa = =211 < K30|T|ak, > . (5.48)

Riprendiamo 'eq. di L.S. di canale .28, e scriviamone la soluzione formale:

ok, >= |ak, > + V0aky > . (5.49)

1
E+—H
Confrontando questa con la prima delle b.4G, possiamo ricavare gli operatori

QeT: ] .

Possiamo adesso definire la matrice S, con procedura molto simile a quella

usata per le [L15J e segg.
Consideriamo la .49 outgoing bra, e proiettiamo su |Bkj+ >:

< aky — Bkt >=< ok, |fk+ > + < aka|V |ﬁkﬁ—|— > . (5.51)
Sostituiamo la al 1° termine del 2° membro:
1
< Oéka — |ﬁk/ + >=< Oéka|ﬁk23 >+ < OékOé|El+7V|ﬁkﬂ+ >
< ozka]V |5kﬂ+ > . (5.52)

Gli operatori vanno fatto agire ciascuno sul proprio autostato, e si trova:

1 1
< aky—|fks+ >=< ak,|fks > + (E’+ 5t E’) < ok, |V]Bkj+ > .
(5.53)
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Ricordiamo la [[.16§, ed abbiamo:
< aky — Bkt >=< ak, |k > —2mid(E — E') < ak,|V|fks+ >=
=< aky|l - 2mid(E — E')T|pk); >=
=< ak,|S|fkj; >, (5.54)
avendo fatto uso anche delle B46. Cio definisce la matrice S:
S =1-2mié(E— E"NT. (5.55)

Questa e identica alla [[.T70; ma si intende che S e una matrice nello spazio di
canale. Le proprieta fondamentali di ortonormalita degli stati, e unitarieta
della matrice S, si scrivono come segue:

< oka|BKj >= 0ap6(ka — K},) =< ak, * |kt >,

£|api>dp<api|+2|noz><noz|:1,

ﬁ < ake|S|yp > dp < yp|STBK); >= b6 (ke — k),  (5.56)
%
essendo sempre sottintesa una notazione del tipo:
pk? = pk? + &, :ukg+€5:
p(k')? = p(ke)® + Ea = p(kp)* +E5 = ...
Nel caso piu generale di riarrangiamento, si ha 1'ulteriore complicazione che
1 dipende dall’indice di canale o, (3. . ..
L’ultima formula specifica il significato dell’'unitarieta di .S, che si puo

scrivere in forma matriciale

SS’=1. (5.57)

Scriviamo adesso la generalizzazione del teorema ottico. La b.53 puo riscri-
versi formalmente introducendo 1'operatore H):

S =1—2mid(E — Ho)T. (5.58)

E facile arrivare a una forma analoga alla , salvo la natura matriciale
degli operatori, e il diverso significato dell’hamiltoniano imperturbato:

T' — T = 2miT6(E — H,)T. (5.59)

Questo e il teorema ottico generalizzato, scritto in termini di matrice 7.
Scriviamo esplicitamente un termine diagonale della p.59:

< ak,|T" — T|ak, >= 2mi

|3 < BplTlak, >* dp < Bpl0(E = Ho)lva > dq < 1q|Tlak, £.60)
By
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Adesso si sviluppa come la [LI80, tenendo conto che:

< Bpld(E — Ho)lva >= dp,0(p — Q)d(E — E, — &) =

= 03y0(p — q)% (p — k). (5.61)

Si ottiene:

—2Im(< aka|T|ak, >) = mzkﬁﬂ < Bks|T|ok, > Pdks,  (5.62)
B

dove con kg si intende un momento di modulo kg, e sulle cui coordinate
angolari si integra. Con riferimento alla b.43 definiamo la sezione d’urto
totale integrale (per il processo con particelle entranti nel canale «)

=3 [(Ggma (569

e usiamo la bB48. Si ottiene finalmente:
ATIM(faa(0%) = kaol?, (5.64)

che ¢ il teorema ottico nella sua forma piu generale (generalizzazione della
LI59):

La parte tmmaginaria dell’ampiezza di scattering in avanti per il pro-
cesso elastico, € proporzionale alla sezione d’urto totale integrale.

Finora abbiamo supposto tutti i canali aperti. Consideriamo adesso il
caso piu generale, indicato in figura p.1].

Per « = 1,2,... 3 — 1 (canali aperti), ¢ E, = F — &, > 0, e quindi k,
reale.

Per oo > (3 (canali chiusi) ¢ invece E, < 0, e quindi:

— Ju(E = &) = i\[ul E = Ea] = ilkal- (5.65)

Il canale o = 1 (sempre aperto), ¢ il canale “input” per eccellenza.

Ma qualsiasi canale aperto (o > 3) puo essere assunto come canale di
input.

In questo caso S € una matrice nel solo sottospazio dei canali aperti.
Infatti nella .35, a deve essere aperto per definizione (perche per definizione
li ci sono onde entranti dall’co), ma [ puo essere chiuso. In questo caso,

essendo Eg < 0, possiamo scrivere Eg = —|Eg|, e kg = i|kg|. Allora la p.33
diventa: et} ol
1 zp r—r —|kg|lr—r
_ . - _rf (5.66)
ey | B+ ™ T v
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Eb

E(b-1)

E1

Figura 5.1: Canali di scattering

L’integrale si risolve facilmente poiche non ci sono piu poli, e perde quindi
significato la specificazione +. La b.33 mantiene la sua validita formale con
la sostituzione Ez = —|Eg|, e kg = i]kg|. Conseguentemente mantengono
la loro validita anche le b.35, con le stesse sostituzioni. Poiche la funzione
circolare ¢ sostituita da un esponenziale negativo, nel canale 3 1’onda uscente
non arriva all’co. Quindi nella b33 fs, va calcolato solo per 3,  aperti. Pero
nel secondo membro la 3°., va su tutti i v, aperti e chiusi (perche quella Y-,
deriva da una completezza che vale su tutto lo spazio di canale). Quindi fg,
¢ una matrice nel solo sottospazio dei canali aperti, ma contiene tutte le ¢,
per 7 che corre su tutti i canali (aperti e chiusi).
Anche i canali chiusi contribuiscono alla sezione d’urto.

5.2 Sviluppo in stati slJ

Abbiamo visto che la presenza dello spin e sufficiente a trasformare ’equa-
zione di Schrodinger in un set di equazioni accoppiate, se ci sono interazioni
spin—dependent. In quel caso pero l'interazione resta elastica, e si conserva
I’energia cinetica.
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Il caso considerato in questo capitolo descrive un vero processo anelasti-
co, in cui il bersaglio puo essere eccitato e non si conserva ’energia cinetica,
ma l'energia totale. In questo caso i canali sono energeticamente distingui-
bili. La descrizione fatta nel precedente paragrafo e pero globale. Si tratta
adesso di considerare gli sviluppi multipolari, e I’accoppiamento del momen-
to angolare orbitale con gli eventuali spin di targhetta e proiettile. Si tratta
cioe di vestire quella parte molto formale, in modo da arrivare a equazioni
esecutive.

I1 problema si complica notevolmente (si puo dire che si va a un secon-
d’ordine di complicazioni), anche perche bisogna tener conto che ogni stato
eccitato della targhetta ha il suo spin e parita.

Per motivi di semplicita in tutto questo paragrafo torneremo all’ipotesi
di canali tutti aperti.

Per concludere questo discorso generale, ricordiamo che nei capitoli
successivi, passeremo all’ulteriore generalizzazione di reazione nucleare con
riarrangiamento, ovvero al caso in cui le due particelle nello stato finale sieno
diverse da quelle nello stato iniziale. In questo caso stato iniziale e finale si
differenziano non solo per I'energia (pur conservandosi ’energia totale), ma
anche per le masse (pur conservandosi il numero barionico).

La successiva generalizzazione, non contemplata in questo libro, e il
caso di 3 o piu particelle nello stato finale, cioe il caso del break—up.

Occupiamoci anzitutto del sistema accoppiato. Consideriamo la fun-
zione d’onda totale p.24 e generalizziamo il primo membro.

Consideriamo direttamente lo stato accoppiato (canale di spin) [s; ®
so(@)]?, ed abbiamo quindi l'espressione < &r|asvk,+ >.

Inseriamo una completezza di tipo Y ,g, [0/s'V >< o/s'V'| = 1 (anzi-
che di tipo > |& >< /| = 1, come nella p.24), ed abbiamo

<rlasvko+ >= Y <oV >< o sVr|asvk,+ > . (5.67)

alslyl

Qui e avanti non specifichiamo, per non appesantire il testo, i limiti delle
sommatorie. Si intende che la somma corre su tutti gli o (supponendo che
il troncamento non distrugga la completezza); per ogni o’ la somma corre su
tutti gli ¢’ dati dall’accoppiamento di s; ed sp; per ogni s', la somma corre
su tutti i suoi /.

Sviluppiamo r e k, in armoniche sferiche:

<rlasvko+ >= >
a’s'viml'm/
/ 1ol 1 -
Xo g ()Y (F)— < sV I'm'rlasvimk,+ > k—Ylm*(k‘a) (5.68)
r (03
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Eseguiamo gli accoppiamenti [s @ 1|}, [’ @ 1)}, tenendo conto della conser-
vazione di JM.

<rlasvko+ >= Y

o' s'v'l'mJ

< svlm|slJ,v+m >< sV, v =V +m|s'lU'Jv+m > x%,(€)

. 1 i
Yy vt s < oSV v+ myrlasld v+ m ka+ > /?Yzm*(k‘a)- (5.69)
T

«

Si noti che la conservazione di JM ha portato alla eliminazione della }-,,.
Introduciamo una posizione simile alla {97, ovvero:

ST < SV v =V mlsl v+ m o> g (E)YE V() = VI (€),

(5.70)
e sviluppiamo il braket radiale come in .58 e {.91:

2y
< ST v+m,r|lasl v+ m, ka,+ >= \/;il wlt st (Kar). (5.71)

Si ottiene:

< Erlasvka+ >= > Y™ (ko)

o's'l'lmJ
< svim|slJ, v +m > V70" (FE) =\ [ —us by asl(kar)k—. (5.72)
r\m ’ a

Attenzione: il braket e fortemente asimmetrico. Bisogna ricordare che le
onde entranti sono in «. In particolare il termine di parita nella e (e
non i), perche segue < r|, ovvero Y™ (7).

L’equazione di S. diventa quindi:

> (Ho+Hy+V —E) < svim|slJ,v+m >

a’s'l'lmJ
vam a1 2 |
y(;]}s’-‘_l/ (Tf)r\/;ua rs'l asl(k T) k YE (ka) = 0. (573)

Adesso operiamo come segue:
—Ricordiamo che

v+my A 1
(HO + Ht +V - E)y({)c];s’—%l’ (rg);ua s’ asl(k T)

1 I'il'+1) vtm
; <_D$ + 2 ki’ + IU/V> J 3 (rf) Uy s’l’ asl(kar) = 0.

r a’s'l!
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A proposito di questo passaggio ¢’ una considerazione sottile da fare. Gli
autovalori l/(l;—jl) — k2, derivano dall’azione dell’hamiltoniano (Hy + H;) su
Vs, il quale contiene Yy (7) e xo (). Quindi quegli autovalori sono relativi
al canale con apice. Il fatto poi che uy gy s sia indicato come funzione di
k., € del tutto convenzionale. Infatti u e a rigore funzione dell’energia totale,
che determina tutti i momenti di canale k,, essendo note le &,.

— Moltiplichiamo a sinistra per Yt (7€)

— Integriamo in dr d¢, tenendo conto dell’ortogonalita f.93, che scatta
per tutti gli elementi dell’'operatore, tranne V. Il potenziale deve avere ca-
pacita di accoppiamento, altrimenti il problema multicanale non esiste. Per
gli accoppiamenti abbiamo una relazione un po’ piu generale della p.10:

/ VI (W () VI, (FEVF dE = Vg s (). (5.74)

~ Moltiplichiamo per Y}*(k) e integriamo in dk, eliminando cosi la 3,,..
Risostituiamo quindi formalmente Im al posto di Au. A questo punto il
coefficiente di CG < svim/|slJ, v+m > diventa un coefficiente ”overall”, e puo
essere eliminato. — Non scriviamo la )~ ;, intendendo che il seguente sistema
accoppiato, si riferisce a un definito momento angolare totale J (e quindi la
> ais corre solo sugli indici compatibili con quel J). Oltre a J si conserva
anche la parita 7. Il numero quantico m non viene indicato esplicitamente.

Il sistema di equazioni accoppiate e il seguente:

i +1
Z {5a”a’58”s/5l”l/[_D§ + % — k‘i,] +
ao’s'l!
+/AVQ{/8//1//7a/5/Z/(T)}ui:,l,@sl(/{ar) = 0. (575)

Un’equazione per ogni o”s”l”; un set per ogni asl (onde entranti in asl).

5.3 Wronskiani e funzione di Jost

Adesso vogliamo trovare la generalizzazione della funzione di Jost. Riscrivia-
mo la p.79 in forma leggermente modificata indicando globalmente gli indici
di canale nella forma : ¢ = J, asl ; ¢ = J, o's'l, ete.

dQUC//C 4 l”(l” + 1)
dr? r2

— (k’c//)Q el ¢ + 12 Z chczuc/c =0 (576)

C
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Consideriamo un’altra soluzione linearmente indipendente v, e un altro set
di equazioni, relativo a particelle entranti nel canale ¢”':

d2 ottt l// l// 1
% +[ (" +1)

dr?

r2

_ (k:c”)2‘| UC”C”’ + ILLZ ‘/CNCI/UCIC/// — O (577)

C

Moltiplichiamo la 5.7 per veren, la B.71 per uer., sommiamo su ¢’ e sottra-
iamo la seconda dalla prima. Si ottiene:

d2 ! el d2
Z (UC//C . U— e * Uc”c”’) = 0 (578)

o7 dr? dr?

Nell’annullarsi degli altri termini ¢ fondamentale 'ipotesi di V' simmetrico.
Infatti il terzo termine della m da Zcucl ‘/c”c’ (UC/CUC//CW — UC/CHIUCNC). Per
dimostrare che questo ¢ nullo, basta invertire, nel secondo termine, ¢’ con ¢”,
cosa che si puo fare, purche V sia simmetrico.

Finalmente, integrando in dr si ottiene il wronskiano di canale, che si
dimostra essere indipendente da 7:

d
Wee (u,v) = [ucnc <d—vcuc> vcnc/] = cost, (5.79)
/! ,r‘

La generalizzazione della .37 e:
ui/s’l’,asl (ka? 7") = E (kar)dll’éss’ 5aa’
Z / dr/Gol/ (k’a/; TT/)‘/Z{G’O/‘I”S”O// (T/)ui//l//sn l's! (ka, 7’) . (580)
0 b b

"s"a’
Conviene ricavare la b.80, ed ottenere contestualmente la generalizzazione
delle princiali formule ottenute in all’inizio del capitolo, al caso di interazione
fra particelle dotate di spin.
L’equazione di L.S. (generalizzazione della p.2G), ¢ la seguente:

lasvk,+ >= |asvk, > + V]asvky,+ > . (5.81)

1
E+ —"H,

Se si spegne l'interazione, la .72 diventa:

<Lrlasvk >= > Y™ (k,) < svim|sl,v +m > X

o' s'l'lmJ
Jv+m oA 1 2 1 —
XV (PE) = = Fi(kar) —00ar 0ss O = Z Y™ (k)
r\ym ko P’
1 /2 1
< svim|slJ,v +m > y&’;“ﬁm(fg);,/ —Fl(k:ar)k—. (5.82)
T (0%
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Ovviamente la forma principale & quella a terzo membro, ma anche quella
pleonastica a secondo membro puo essere utile negli sviluppi, come vedremo.
Proiettiamo la .81 su < r€|, e inseriamo opportune completezze di tipo

Z/ lasup > dp < asvp| = 1. (5.83)

asv

Le corrispondenti ortogonalita sono:
< asvp|d's'V'p’ >= daadss 00 d(p — D). (5.84)
Otteniamo:
< &r|lasvk,+ >=< r|asvk, > +

1
Z / < §r|m|a,¢5/y/p > dp < CY,S/V/p|€,I'/ >

de'dr’ < &Y' |V]asvk,+ > .
(5.85)

Ricordiamo la p.27, facilmente generalizzabile a:

1

1
>: _—
L T

Ricordiamo anche l'ovvia generalizzazione della (1.19) (attenzione ai coeffi-
cienti di normalizzazione!):

- 1
v ikor
< Erlasvk, >= xb.(&)e m)ie (5.87)
Abbiamo quindi:

< Er|asvky,+ >=< Er|asvk, > +

, , 1 1 / V|

V/ , pr d *1// , 7\ ,—1pr
a%/:ul/Xa s (5)6 (271')3/2 E;—/ _ pz/u an s (5 )6 (271')3/2
de'dr'v (') < €'Y’ |asvka+ >, (5.88)

avendo assunto V' locale.
Abbiamo rimandato lo sviluppo, per poter applicare la b.33, che fornisce
finalmente:

< Erlasvk,+ >=< Erlasvk, > +
S [ X (€)oo €
V(r'e) < rlasvky+ >, (5.89)
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e adesso possiamo inserire gli sviluppi p.72 e .82 su |asvk, >, |asvk,+ >,
e lo sviluppo multipolare su Gg:

" 21
> nmw@<wmmuV+m>yV#%@/1—%wWAkm

o's'l'lmJ

" 2
- Z Y™ (ko) < svimlslJ,v+m > ) J”,Jrl,m \/7—Fl kar)0aar Oss O +

o' s'l'lmJ

/on ry ) GOl’ ’(ka’p rr ) ( )Xa Igl (fl)dgl d’l" dTA’/T’/Z X

/ /l/ a”s/l/ lmJ l/ ’

. 2 1
V(Y™ (ko) < sviml|sl], v +m > Y0 5)\/;k T/uinsnl” wst(kar’). (5.90)

a

— Eseguiamo le semplificazioni ovvie,
— Eseguiamo gli accoppiamenti

KON ) = 32 < SmIST 0 ol > L 59)
XZ/§,<€ Z <sVI'm |S,l/=]// v + m' > yJ/ /ll//+m *(7" fl)
J//

E si ottiene:

J’V/—Fl/m(rg) Uerstl asl(k ’I") - 511' SS/(SOCOé'yJV’—’—l’m(T€>F1l<k ’f‘)
+ > /<SV m! |1 T v +m >37‘] lfl,+m( "ENGorer (ka,rr’)

V’m’,a”s”l”J’J”
< SV |SUT W +m! > VL0 (e de dr' di
V(YL (! (kat'). (5.91)

a”S”l”,O{Sl
Adesso consideriamo 1'ortogonalita dei CG.

S <V |SUT WV +m >< SVIm|STT" V' +m/ >= 850, (5.92)

v'm/
Applichiamo la b.74:
[ VLT GV WEDIERFENE) = 8158 s Vi o (FE),

(5.93)
ed otteniamo la 5.80. Sulla base della b.80, definiamo la soluzione regolare

el B, 1) = OucF(kor) +ﬁ Goer (ke 77" )dr Viron () pore (B 1), (5.94)
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dove si intende che Gy, ¢ data dalla 77, e si ottiene quindi la generalizzazione
della 7?7, ovvero:

‘;OC’C(E>T) = 5c’ch(k7cr) + kﬂ Z

Folher) [ Golhor)Veu (R)goe (v, E)ds
0

—Gukor) / Fu (ko) Viser (2) pore (B, )dz | (5.95)
0
Gli andamenti asintotici si ricavano immediatamente, e sono:
_ _ (]{CT)I—H
QOCIC(E,T — 0) == 5c’ch(k:C7r — O) == 5clcm, (596)

Yee(E,r — 00) = Fu(ker) [5616 + kﬂ /Oo Go(key )V (2)pene (E, x)dz
¢ J0

L G lhor) [ |7 Folhon)Vour (@)oo B, ) (5.97)
c/ 0

Per quanto riguarda la soluzione irregolare, abbiamo:

152 (B.r) = 0003 ir) L { = Futhar) [~ Galho)Vier () £330 )

4G (ko) / Fo (k) Ve (2) fg,ﬂg)(x)dx}. (5.98)
L’andamento asintottico ¢ evidentemente:
FEE, r = 00) = 00O (ker — 00) = G T ker=im/2), (5.99)

Adesso ricordiamo la definizione p.79 di Wronskiano, che in forma matriciale

possiamo scrivere:
W(u,v) =uv' —u'v. (5.100)

Scriviamo la ¢ come sovrapposizione delle f&). ed indichiamo con ® la
matrice Qgq:

®(E,r) = (B, rA(E) + ) (E,r)B(E). (5.101)
Calcoliamo il Wronskiano di f* e ¢:
W(FH &) = WED FEYA + WEFED FO)B. (5.102)

Calcoliamo il W all’oo, dove vale la (47b), e le ® diventano diagonali.
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Ricordiamo che se u e v sono diagonali, vale la seguente proprieta di
immediata verifica:

Wee (0, V) = 0eer W (g, ve). (5.103)

Anche il Wronskiano e diagonale, e i suoi elementi sono i Wronskiani degli
omonimi termini diagonali.
Un corollario ¢ che, sempre per u diagonale, é:

W(u,u) = 0. (5.104)
Ne segue che
W(FH @) = WO 0MA + W(OH 0B, (5.105)
dove evidentemente la matrice diagonale O e definita nel modo seguente:
O = 5,0, (5.106)
Per quanto abbiamo detto, e per la ?77:
WO, 09)) = 6, W(0F,05) = —2ik, (5.107)

Conviene a questo punto definire la matrice diagonale momento K, i cui
elementi di matrice sono:

kc’c = 6c’ckC7 (5108)
con il che la b.109 si puo scrivere finalmente:
W(F®M, &) = —2iKB. (5.109)

Ponendo
QY = K 'W((F® &), (5.110)

dove la matrice K~! & anch’essa diagonale, ed ha elementi (k™) y. = dpck. !,
si puo scrivere

B =-Q™)/2i. (5.111)
Con operazione analoga si ottiene
A =-Q)/2i, (5.112)
per cui si ottiene finalmente:
B(E,r) = . [#0(F,QU(E) - 80(E,1)Q)(B)] (5.113)
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Adesso, sempre dalla b.80, scriviamo la soluzione fisica:

WS (B, ) = 8ucFu(ker) — kﬂ )

{OSE)W) / (k) Voo (@) (ke, 2)da+
0
+F o) | ” Og,i)(kclx)vclcn(x)u(ic)(E,:zc)dx}, (5.114)

C”

e la sua forma per r — 0:

WG (Bor = 0) = Fullior = 0) [0 = £ ¥ 00 (ko 2)

Vieor(x)ul) (B, )dz] (5.115)

Quindi u ¢ proporzionale ad F' e conseguentemente a ¢ (all’origine e quindi
dappertutto), nel senso che:

UCIC(E, r— 0) = Fcl(kc/, T)QC/C(E) (5116)
ovvero, in notazione matriciale
u(E,r—0)=F(E rQFE) (5.117)

e quindi
u = $0. (5.118)

La E.T00 si estende banalmente al nostro caso, e si scrive in forma matriciale

u(E,r —0)= : [O(*)(E,r — 00) — OB r — oo)S} (5.119)

N |

Confrontando fra loro le pb.1T13, b.11§, b.T19, si ottiene:

Q=[QM ; S=QQM . (5.120)

Avendo trovato il coefficiente di proporzionalita fra u e ®, possiamo scrivere
esplicitamente la p. 118, che generalizza la 77:

&(E,r) = u(B,r)Q"(E). (5.121)

Abbiamo ottenuto cosi una completa generalizzazione del caso monocanale.
Le relazioni fra scalari sono sostituite da relazioni fra matrici. Naturalmente
bisogna far attenzione alle definizioni, poiche i prodotti in generale non sono
commutativi, e le matrici non sono simmetriche.

Tipico ¢ il caso delle funzioni d’onda. Quando si scrive u, ovvero u..,
bisogna ricordare che le condizioni al contorno sono di ondeentranti in c.
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Appendice A

Il momento angolare in
meccanica quantistica

A.1 L’operatore momento angolare

L’operatore quantistico momento angolare J, ¢ un vettore, di componenti
cartesiane J, , J, , J,. L’operatore J ¢ perfettamente definito dalle sue
regole di commutazione:

[, Jy) = oy — JyJo =i, (A1)

e dall’essere, in quanto operatore quantistico, hermitiano (nell’equazione [A.T]
si intende che valgono le altre 2 equazioni che si ottengono da quella scritta,
con permutazione circolare degli indici xyz). L’operatore associato al modulo
quadro del momento angolare in forma cartesiana e:

S =T+ T+ T2 (A.2)

E possibile dimostrare, in base alla definizione @ ed alle [/E], la validita
delle ulteriori regole di commutazione

[J?, J]=0; ¢g=u=x,y,z (A.3)

Poiche J? commuta con le sue componenti, ma le componenti non commu-
tano fra loro, ¢ possibile scrivere le equazioni agli autovalori per gli autostati
contemporanei di J? e di una delle sue componenti, per esempio J..

In base alle sole regole [A.1], ed all’hermiticita, ¢ possibile (ma non sem-
plicissimo) dimostrare che queste equazioni agli autovalori devono assumere
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la forma:

Jlgm > = j(j + Dljm >, (A.4)
Jlgm > = mljm >,

dove j puo essere un numero intero o semintero, m puo assumere tutti i valori
compresi fra j e —j scalati di un’unita, e dove abbiamo indicato con |jm >
lo stato completo di spin, che dipende ovviamente dai due numeri quantici
J,m.

Qui e nel seguito illustreremo le proprieta elencate, attraverso il caso
particolare j = % ;om o= :I:%. Poiche in questo caso la variabile m puo
assumere due valori, lo spazio di spin e uno spazio discreto a 2 dimensioni

(27 + 1 nel caso generale). Gli stati di base si scrivono nella forma:

11 1 1 1 0
’§§>_<0>"§’_§>_<1>' (4-5)

Gli operatori sono proporzionali alle matrici di Pauli:

101 10 —i 11 0

Tramite la [A72 ¢ immediato scrivere 1’operatore modulo quadro:

, 3(10
J:Z<01>, (A.7)

Si noti che J, e J? sono rappresentati da matrici diagonali. Anzi, J? &
proporzionale all'unita essendo i suoi autovalori uguali. Questa proprieta e
generale.

Affrontiamo adesso il problema di descrivere il sistema di due particelle
dotate di spin in interazione, oppure il moto di una particella dotata di spin
rispetto a un centro scatteratore. Questo ¢ il problema dell’accoppiamento
dei momenti angolari, nel primo caso accoppiamento di spin—spin, nel secondo
caso di spin—orbita.

Consideriamo in generale 2 operatori di spin J; e J;. Lo spazio nel
quale descriviamo il sistema complessivo e il prodotto diretto degli stati
componenti:

\jlml j2m2 >= \jlml > ®|j2m2 > . (A8)

Per quanto riguarda gli operatori, consideriamo un operatore A definito nel-
lo spazio 1, e un operatore B definito nello spazio 2. Le estensioni (che
chiamiano A; e By) allo spazio complessivo, sono definite nel modo seguente:

Ai=A®1; B,=1®B. (A.9)
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Nelle [A.9, 1 & la matrice unita nello spazio 2 e nello spazio 1 rispettivamente
(che possono essere di dimensioni diverse).

Per quanto riguarda le operazioni, ricordiamo che, se A,,, e B,, sono
matrici quadrate di ordine N e Q rispettivamente (m,n=1,2...N ; p,q=1,2...Q),
il prodotto diretto C' = A ® B e una matrice di ordine N x @) definita nel
modo seguente:

AuBy .. AuBiy ApBy .. AnBig .. AiyBig
AuBor o AuBoo AuBi .. AwBog - AiwBoo
c_| AnBu . AuBiq AnBu .. AnBiq .. AwBig
ApBor . AnBoo AmBoi .. AnBog . AwBoo
AwiBor . AwsBoo AxsBoi . AxsBog - AwnBoo

(A.10)
Continuiamo ’esemplificazione sul caso di 2 fermioni in interazione, e diamo
le espressioni esplicite degli stati, nello spazio prodotto quadridimensionale:

1 0
|1111 1o |111 1 |1
229227 | 0| '222" 27 | 0|’
0 0
0 0
1 111 0 1 11 1 0
- — = ===, == >= All
|2’ 2292 1 ’|2’ 2927 2 0 ( )
0 1

Per quanto riguarda gli operatori, diamo a titolo di esempio gli operatori .J,
delle 2 particelle nello spazio prodotto:

10 0 0 1 0 0 0
1101 0 0 110 -1 0 0
‘@1_‘5 00 —1 0 vl2=g g g 1 0 (A.12)
00 0 -1 0 0 0 —1

Con queste definizioni le regole che valevano negli spazi di particella ven-
gono semplicemente estese allo spazio di coppia, ovvero valgono le seguenti
equazioni agli autovalori:

J2 |jimy jome > = (5 + 1) |[jimy joma >, (A.13)
Ja |jima jama > = my [jimy jama >,
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ed analoghe con suffisso 2. Questa rappresentazione dello spazio delle due
particelle e la semplice composizione delle due rappresentazioni singole. Ma
per ragioni fisiche & spesso opportuno (o necessario) passare a una rappre-
sentazione (che viene detta accoppiata) nella quale ¢ definito un momento
angolare risultante J = J; +J5. Per esempio nel caso di una particella scatte-
rata da un centro di forze, si conserva il momento angolare totale, dato dalla
somma del momento angolare orbitale pit quello di spin. Se le 2 particelle
sono atomi che formano una molecola, lo spin della molecola e la somma dei
due spin (pit eventualmente il momento angolare orbitale del moto relativo).
Con l'operazione di somma indichiamo che:

J:v = le + Ja:2 ; Jy = Jyl + Jy2 ; Jz = le + Jz27 (A15>

ovvero l'operatore somma e definito nello spazio prodotto, e si ottiene som-
mando i componenti, estesi pero allo spazio prodotto. La rappresentazione
accoppiata e scelta in modo che J sia ivi espresso in forma standard, ovvero
che gli operatori J, e J* = J7+J; 4 JZ sieno diagonali. La trasformazione fra
rappresentazione accoppiata e disaccoppiata e una trasformazione unitaria
reale, cioe ortogonale, con opportune scelte di fasi dovute a Clebsh e Gor-
dan. Ovviamente la trasformazione di CG che diagonalizza J? e J,, distrugge
la diagonalita di J;, e Jo., ma non distrugge la diagonalita di J e JZ, perche
quelle matrici diagonali sono proporzionali all’'unita fl. Cosi i numeri quantici
della rappresentazione disaccoppiata sono jimqjams, e quelli della rappresen-
tazione accoppiata sono j;jsjm, essendo ovviamente m = j,7—1...—j7+1, —7.
Si dimostra che 'autovalore j puo assumere tutti i valori compresi fra j; + js
e |j1 — ja|, scalati di un’unita. E facile verificare che si conserva la dimensio-
nalita dello spazio, ovvero che 2j +1 = (2j; + 1)(2j2 + 1). La trasformazione
di CG si scrive nella forma seguente:

lj1jedm >= Y < jimajameljijejm > [jimijams > . (A.16)

mima2

Il numero di elementi della trasformazione ¢ fortemente limitato dalla regola
di selezione:
mi + mg = m. (A.17)

L’ortogonalita dei CG assume la forma seguente:

Z < Jimajama|jijaim >< jimajama|jijaj'm’ >= 05/ Ormn?

mima2

La diagonalita di J? e J2 discende dalla diagonalita di J2. Poiche vale la regola
(A®B)(A’®B’) = AA’ ® BB’ (con AA’ appartenenti allo stesso spazio, e cosl pure
BB')siha J2, = (J,®1)?=J2®1. Quindi J} =J?®1 = +1)(1®1). Quindi J} &
diagonale, e lo stesso vale per J3.
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Z < jimajemal|jijeim >< jimjams|j1jajm >=
jm

Syt Oy (A.18)

Grazie a questa ortogonalita, la trasformazione inversa alla [A.10 si scrive
semplicemente:

|jimyjamg >= Z < Jimajemal|jijaim > |jijagm > . (A.19)

jm
Sono importanti le relazioni di simmetria cui soddisfano i coefficienti:

< jimajamaljijagm >= (=) < jomyjimaljagijm >,
< Jimajamal|jijeim >= (—)]lﬂrj < J1, —maje, —malj1jed, —
. . L s J . oL
< Jimajoma|jijeim >= (=) 1? < jimygm|jijjamse >, (A.20)
2

dove (-) vuol dire (-1), e j = \/2j + L.

Nell’esempio fermione—fermione, sono possibili 3 stati (di tripletto) con
j=1; m=1,0-1, e 1 stato (di singoletto) con j = m = 0. I CG che
interessano questa trasformazione sono i seguenti:

1111|1111>71.<111 1|1110>7 1 '<111 1|1100>7 1
2222 22 S T 2227 2122 \/5 2227 2'22 V2
(A.21)
Tutti gli altri si possono ricavare tramite le [A.20. Gli stati accoppiati che si

costruiscono con i CG sono i seguenti:

| 00 BN IVESS U ST S S

21222 2 2’ 222 "
| 0 Llil 1 1 1L,

V21222 2 2' 222

1111
!——1 =555

2222
17 1 111 1 1 111
Z00 >= —=[|z2=, —= > —|, —=== >, A22
22 ¢§H2227 3~ "3 73337 (A4.22)

Per razionalizzare le regole di simmetria [A.20 sono stati introdotti i seguenti
coefficienti, detti simboli a 3j:

Ji J2 I3 (—)n—zmms . o
== < J1myjpm ms > . A.23
( mp; Mg M3 ) 3 Jimajz 2|]1]2]3 3 ( )
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A causa del cambiamento di segno su ms, la regola di selezione [ATT7 si
trasforma nella seguente:

my + Mo + M3 = 0, (A24>

che e simmetrica nei 3 indici.

I 3js sono tnvarianti per permutazioni pari sulle colonne, e vanno mol-
tiplicati per (—)"172793  per permutazioni dispari sulle colonne, o per inver-
sione dei segni nella seconda riga.

L’ortonormalita assume la forma seguente:

~9 o J2 3 g2 jé .
J3 Z ( mip Mo M3 > ( mi Mo mg ) - 5]3335m3m3

mimo
) Ji J2 J3 ji Jo I3 .
jaga 7 < mip Mz Mgy ) ( m’l 77”5,2 ms ) - 6]3]3 mamy - (A25)

Le [A223 sono piu semplici delle [ATT8

A.2 L’operatore rotazione

Consideriamo un campo scalare f(r), in un fissato riferimento ortogonale
destrorso. Se il riferimento ruota di un angolo € positivo (antiorario) attorno
all’asse z, il vettore r si trasforma nel modo seguente:

r' =M, (e)r, (A.26)
dove
cose sine 0
M, =| —sine cose 0 (A.27)
0 0 1

e una matrice ortogonale unimodulare. Per e infinitesimo, la matrice al
prim’ordine diventa:

1 € 0
M.=| - 10 (A.28)
0 01

Se il campo scalare rappresenta una proprieta oggettiva dello spazio, ruo-
tando il riferimento cambia la rappresentazione f di questa proprieta. Il
cambiamento ¢ portato dall” operatore rotazione R, che si definisce nel modo
seguente (vedi figura [A.1)):
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flry=f"(r’)
[ —T £(r')

r—JJ__/rH X
=z’ > X
Figura A.1: Campo scalare
/ 0 0
Ru(e)f(x) = F07) = FML()r) = fla-+ep,—er+9.2) = [1 =g~y
(A.29)

Rcordando la definizione di momento angolare orbitale L, e confrontando il
primo e l'ultimo membro della [A29, si ottiene ’espressione dell’operatore
rotazione:

R.(e) =1 —ieL,. (A.30)
La generalizzazione a un angolo « finito e:
R.(a) = ez, (A.31)

dove I’esponenziale dell’operatore si definisce tramite lo sviluppo in serie. La
generalizzazione a una rotazione finita attorno a un asse qualsiasi zyz e:

Ryp(a) = e7iobm, (A.32)

Per dimostrare questa relazione bisogna far uso delle altre due matrici M,
ovvero:

1 0 0 1 0 —¢
M,=1]0 1 ¢ ; M,=101 0 . (A.33)
0 —e 1 e 0 1
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Una rotazione attorno a un asse qualsiasi si puo ottenere anche tramite la
sequenza di 3 rotazioni: una rotazione « attorno all’asse z, seguita da una
rotazione 3 attorno al nuovo asse y, e da una rotazione vy attorno al nuovo
asse z. Si puo dimostrare che e del tutto equivalente eseguire le 3 rotazioni
in ordine inverso, sempre pero attorno agli assi di partenza. Di conseguenza
I'operatore si puo scrivere come segue:

R(a, B,7) = e~ vt (A.34)

I tre angoli usati in questa procedura si chiamano angoli di Eulero. Con-
sideriamo adesso un campo vettoriale V(r), e ruotiamo il riferimento di e
attorno a z (vedi la figura [A.2). Se ci riferiamo alle componenti del vettore
nel riferimento di partenza, a ciascuna di queste componenti si puo applicare

la regola [AZ29:

;oY Vir) V(')
x {r')
Vx(r)
Y
[
—:ﬂ:"‘“'_-_'_- [ X

Figura A.2: Campo vettoriale

Vo) = [1 = ieLJVa(r) 5 V(') = [1 = ie L]V (x) ; Va(e') = [1 — eV (x),
(A.35)
ovvero globalmente:

V(') = [1 —ieL]V(x). (A.36)

Ma nel membro di sinistra il vettore deve essere rappresentato nella base ruo-
tata. Indicando con V6, ¢ le coordinate polari di V (r') proiettate sugli assi
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originali, le sue coordinate cartesiane (nel punto trasformato, ma proiettate
sulle direzioni originali), sono:

Vo(r') =Vsinfcos¢ ; V,(r') = Vsinfsing ; V,(r') = Vcosf. (A.37)

Invece le coordinate polari nel punto trasformato e nel riferimento ruotato,
sono V, 0,9 — €, e le corrispondenti coordinate cartesiane sono:

Ve (r') = Vsinfcos(¢ —€) ~ Vsinf(cos ¢ + esin ¢)
Vy(r') = Vsinfsin(¢ —€) ~ Vsinf(sin ¢ — e cos ¢)
V. (r') = Vcosé. (A.38)

Ricordando la [A726, e facile verificare che
V'(r') = M, (e)V(r'), (A.39)

Allora, mettendo insieme le equazioni [A.39 e [A.39, possiamo scrivere final-
mente:

V'(r') = R_()V(r), (A.40)

avendo definito un nuovo operatore rotazione per i campi vettoriali
R.(e) = [1 —ieL,]M,(e). (A.41)

Conviene porre M, (¢) nella forma:

0 —2 0
M,(e)=1—4ieT,; T,=| ¢ 0 0 (A.42)
0 0
e troviamo quindi (al primo ordine in ¢):
R.(e) =1 —ie(L. 1+ T.). (A.43)

Analogo ragionamento condotto sugli assi x, y, porta a una banale generaliz-
zazione dell’equazione [A-43 e delle matrici T:

00 0 0 0 i
T,=|00 — | ;T,=| 0 00 (A.44)
0i 0 —~i 0 0

Un esame delle matrici [A.47 e [A744, consente di verificare immediatamente
che:
a) T & hermitiano.
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b) Valgono le proprieta:

T, T =Ty ; Y. TF =21, (A.45)

con 1jk=xyz e permutazioni circolari.

La matrice T rappresenta quindi 'operatore momento angolare di mo-
dulo 1, ma non in rappresentazione standard, perche T, non ¢ diagonale.
Cerchiamo allora se esiste una trasformazione unitaria U, capace di ridurre
T alla sua forma standard S.

Dalle componenti di S in rappresentazione standard:

L [0 10 L (0 =i 0 10 0
S,=—|101];8=—|i 0 —i|:8.=l00 0 |,
V2{0 1 0 V210 i o 00 —1

(A.46)

dalla trasformazione SU = UT, e dall'unitarieta di U si ricava, a meno di
una fase inessenziale, la seguente espressione di U:

S 0
U=—1| 0 V2 . (A.47)
1

V2 0

SO S,

Tramite la trasformazione U, il campo vettoriale V acquista la nuova rap-
presentazione W = UV, che si trasforma per rotazioni nel modo seguente:

R.(c) =1 —ie(L.1+8.), (A.48)

dove S, e 'operatore di spin 1.

In quella forma dell’operatore rotazione, 'operatore momento angolare
trasforma le 3 componenti (scalari) del vettore, intese come componenti sul
sistema di partenza. L’operatore di spin mescola tra loro le componenti,
tenendo conto della mutata orientazione degli assi su cui si proietta. W, ¢
un tensore sferico irriducibile di rango 1, e rappresenta la forma sferica del
campo vettoriale V. Introducendo le 3 proiezioni del vettore s = 1, ovvero
m =1,0,—1, le componenti di W si scrivono nella forma:
wi= et ey 2 ()

V2 V2
Le estensioni della [A"48 a rotazioni finite attorno a un asse qualsiasi, indivi-
duato dal suo versore n oppure dagli angoli di Eulero «, 3,~, si scrivono:

Ryu(a) =e ™ R(a,B,7) = e @emlve™ . L+ S =J.  (A.50)
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L’equazione [A-49 da la forma polare di un vettore cartesiano.

Dati 2 vettori W e X in forma polare, essi si possono trattare alla
stregua di stati di tipo |[Ilm >, e quindi tramite i coefficienti di CG da que-
sti vettori si possono costruire rispettivamente uno scalare, un vettore e un
tensore di rango 2:

1

(W ® X = %(Wfol — WX + W X); (A.51)

1
W ® X1)) = E(WfX? - WPXy),
1 _ _
(W ®X1]? = E(Wle t— Wi 1X11),
N 1 _ _
W e X! = E(WP)Q LX) (A.52)
1
W@ X3 =WiX]; We Xy =—=(W X+ W)+ X)),

V2

1 _ 2 1 _
W ® X1]9 = %Wlle Ly \@WPX{) + %I/Vl D

1
W@ Xi];" = E(W{)Xl‘l + W XD,
W @ X ;2 =wtxh (A.53)

Applicando la trasformazione [A.49 al sistema [A.53, si trova che ’accoppia-
mento a 0 ¢ proporzionale alla definizione elementare di prodotto scalare,
e I'accoppiamento ad 1 € proporzionale alla definizione di prodotto vettore,
ovvero:

1 i
—V.-U; W ® X =—F=~V xU. A.54
\/g [ 1 1]1 \/g ( )
Ovviamente ’accoppiamento a 2 da un tensore di rango 2, e non ha un analo-
go in algebra vettoriale. I coefficienti di CG che interessano le trasformazioni
viste sono i seguenti:

(W1 @ Xi]o =

< 111, -1]1100 >= ; < 1010|1100 >= —

Sl

< 111, —-1|1110 >= ; < 1010]1110 >=0

I >
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< 111,0]1111 >=

Sl -

1 [2
< 111,-1|1120 >= — ; < 101,0[1120 >= /=
V6 3

< 111,0[1121 >= — ; < 1111[1122 >= 1. (A.55)

1
V2
Tutti gli altri CG di interesse, si possono ricavare da queste tramite trasfor-
mazioni di tipo [AZZ0.

A.3 Le matrici di Wigner e le armoniche sfe-
riche

Se applichiamo 'operatore R(a/37) a uno stato |jm >, otteniamo (inserendo
una completezza):

R(afy)|jm >=>_ |im' >< jm/|R(af7)|jm > . (A.56)

m

L’elemento di matrice dell’operatore rotazione nel suo spazio, si chiama
matrice D o matrice di Wigner:

D}, (aBy) =< jm/|e7 e P lue™ s | jm >= emilemmgl(3). (A.5T)

Il terzo membro della [AZ57 estrae in modo banale la dipendenza da « e v, e
definisce la matrice ridotta:

a ., (B) =< jm/|e"Pv|jm > . (A.58)

Lo spazio [jm > si trasforma in seé stesso per rotazioni del riferimento. Il
singolo stato |jm > si trasforma in sé stesso per rotazioni attorno all’asse
z. Tutto cio spiega la convenzione sugli angoli di Eulero, che predilige la
rotazione attorno all’asse z:

R(aBy)|jm >=>" D}, (aBy)|jm > . (A.59)

m

Consideriamo la trasformazione [A. 19, in forma leggermante diversa (che
tien conto implicitamente della regola di selezione [A.17):

| jimy jame >= Z < jimajamaljijag, mi 4+ ma > |jijag, ma + me >, (A.60)
J
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e operiamo a sinistra con 1'operatore rotazione, tenendo conto della [A°50. Si
ottiene:

> Dl ml(OZﬁV)Dfi mg (QBY)[J1m oty >=
mymp
=Y < Jimyjamb|jijag, mh 4+ mh >

jm

Dzn ,m1+ma (045’)/>|j1j2jm > (A61)

Adesso scomponiamo lo stato |jij2jm > a secondo membro della A.67], ed
uguagliamo i singoli termini della sommatoria (operazione legittima per via
dell’ortogonalita degli stati):

Dy (aBY) DY, (@fy) = 3 < jumijamb|jujag, my +mb >
J
< jimyjama|jijed, mi + meo > D’ /+m27m1+m2( aBy). (A.62)

La [A.62 e detta serie di CG, ed e in realta una regola di composizione per
le matrici D. La relazione inversa, cioe la regola di decomposizione, si puo
ottenere o applicando alla [A.67 I'ortonormalita dei CG, oppure eseguendo
procedimento analogo sulla [A-T§ anziche sulla [A.T9:

D). (afBy) = Z < jimige, m’ — mi|jijagm’ >

mim
< jimaja, m — ma|jijagm >
Dt (BY) Dy iy (@57), (A.63)

per tuttii j; , jo che possono dare j per composizione.
Sostituendo la [A757 nelle [A64, [A.63, si vede immediatamente che due
espressioni formalmente identiche valgono per le matrici d:

&, iy (B)d”, 1ma (8) =D < jimyjamb|jrjag, my + my >
J
< fimugamoljigag, my +me > d’, ety 4o (B);
&, (3) = > < imige,m' — mh|jijagm’ >
mima
< Jimajz, m — ma|jijagm > di,ll 'y (5)dﬁ —m! m—my (B).  (A.64)

Allora, se e noto il set d e possibile costruire qualsiasi d con accoppia-

menti successivi.

m/m>
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rami vilu in seri nenzi i ricava:
Tramite le , , € lo sviluppo in serie dell’esponenziale, si ricava

5 _gin 8
SH (Cosg S ) (A.65)
2

Sin COSs 9

Per le matrici d valgono le seguenti relazioni di simmetria:
@ (8) = - )"l (=0)
D (B) = (=)™ mdfnmf (8)- (A.66)

7

Le [A166 si possono riassumere dicendo che ’esecuzione di una delle seguenti
operazioni:

— inversione del segno della rotazione,

— inversione del segno delle 2 proiezioni,

— scambio delle 2 proiezioni,
introduce nella d il fattore di fase (—)™ ™.

Un ovvio corollario (conseguente al fatto che m’ — m ¢ intero), ¢ che 2
qualsiasi delle operazioni suddette lasciano la d invariata, mentre tutte e tre
introducono ancora la stessa fase.

In particolare vale la:

iy (B) = 3 (=) (A.67)

Questa equazione esprime 'unitarieta della d. Infatti il secondo membro e il
coniugato hermitiano (essendo d reale) della matrice relativa alla trasforma-
zione inversa (che si attua invertendo il segno di ().

Dalla seconda delle [AZ68 si ricava facilmente I'analoga proprieta della
D (che & complessa):

Dl (afy) = (=)™ D%, _,.(aBy). (A.68)

L’armonica sferica Y;™(6¢), in quanto autostato del momento angolare orbi-

tale, soddisfa alla [A"53:

R(afy)Y/™ ZDmm a, B,7)Y," (69). (A.69)

La trasformazione inversa, essendo D unitaria, si scrive:

ZDmm/ (aB7)R(a, B,7)Y™ (609). (A.70)
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Scegliamo adesso una particolare rotazione del riferimento con o« = ¢, =
0,~v = qualsiasi. A seguito di una rotazione siffatta il punto di coordinate
0¢ della sfera unitaria va a cascare sull’asse z, e quindi:

o~

R(¢,0,7 = qualsiasi)Y,™ (0¢) = ¥;"'(0) = (A.71)

6m’7
Var 0

per cui la [A.70 diventa:

~

l
Y™(0¢) = ——=Dl,(9,0). A2
Quando una delle 2 proiezioni € nulla, la matrice D si riduce a un’armonica
sferica.
Dall’'unitarieta delle matrici D [A.68, si ricava 'importante regola di
coniugazione delle Y:

Y™ (00) = (=)"Y,7"(09). (A.73)

Consideriamo l'accoppiamento a 0 di due armoniche sferiche:

Y, ®VYio = Z < Iml, —m|ll00 > Y;"Y,™™. (A.74)
Poiche
(_)lfm
< Iml, —m|l100 >= > (A.75)
possiamo scrivere:
Vi@ Yo = (<) 1 (—)mY " = () Yy, (A.76)

avendo tenuto conto della [A73 e del fatto che [ & intero.
Si definisce prodotto scalare fra armoniche sferiche la quantita:

Y (1) - Yi(72) = (—)'[Yi(F1) @ Yi(2)]o =
SOV (R (<)Y (Re) = YV (F) Y™ (Ra). (A.77)

Quanto detto e perfettamente coerente con la [A.51. Si noti che questo pro-
dotto scalare coincide solo a meno di fattori, sia con il prodotto scalare ele-
mentare fra vettori, sia con l'operazione di accoppiamento a zero. La cosa
importante pero e che il risultato di tutte queste operazioni € uno scalare,
invariante per rotazioni. Consideriamo allora I'equazione [A.77 e ruotiamo
il riferimento in modo che il nuovo asse z passi per il punto (71), e il nuvo
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piano xz contenga il punto (7). Essendo il prodotto scalare invariante per
rotazioni, abbiamo:

Yi(f1) - Ya(t) = V7™ (0,6 = qualsiasi)Y;™ (6,0) =

l _20+1

Pi(712), (A.78)

avendo indicato con 715 ’angolo che chiude il triangolo sferico i cui vertici
sono 00, 7, 5.
L’equazione [A.78 e detta teorema di addizione delle armoniche sferiche.

A.4 1l teorema di Wigner Eckart

La chiave di volta dell’algebra dei tensori e il teorema di WE, che riguarda
la rappresentazione dell’operatore tensore sferico nella sua base naturale, di
autostati di momento angolare.

Consideriamo l'elemento di matrice < jm|THM|i'm’ >, ed eseguiamo
una rotazione sul riferimento con angoli di Eulero qualsiasi, a seguito della
quale I'operatore e gli stati si trasformano come tensori, mentre 1’elemento
di matrice, in quanto scalare, resta invariato:

< jm|T¥|j'm >= Y DI (aB7) Dk (@B7) Dl (0fy) < julTYIiH > .
uvp!
(A.79)

Eseguiamo 'accoppiamento delle 2 matrici D non asteriscate tramite la [A.62:

< jm|TMi'm’ >= > < W/ Lv|j'LJ, ) +v >< j'm'LM|j'LJ,m' + M >
pvp'J
DI (aBY) Doy (@By) < GplT7 |50 > (A.80)

Poiche 'identita vale per qualsiasi a3, eliminiamo gli angoli tramite inte-
grazione a tutto lo spazio, usando l'identita:

2 T 2m - . 87T2
| da [Tsingas [ dyDl, (@87) D2, (@87) = S s
1
(A.81)
Si ottiene:
1
< gm|TM|j'm’ >= = < j'm/LM|j'Lim >< j||T.||j >, (A.82)
J
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avendo posto:

. . 1 . g . .
<GITLlli" >= = > <j'mu'Lp— |5 Lip >< jul T 15’ > . (A.83)
pp!

La [AZ87 ¢ il teorema di WE, che estrae dalla matrice le regole di selezione
e la dipendenza dalle proiezioni. L’espressione [A.83 ¢ detta matrice ridotta
e non contiene le proiezioni. Il risultato pit importante ¢ che i 3 momenti
jLj’, devono soddisfare alla relazione triangolare.
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