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Capitolo 1Relativit�a ristretta1.1 La relativit�a galileiana e la relativit�a einsteinianaPrima di addentrar
i nella trattazione della teoria della relativit�a ristretta, ri
ordiamo 
he
osa si intende per sistema di riferimento: si 
hiama sistema di riferimento l'insieme di un sis-tema di 
oordinate e di orologi sin
ronizzati tali da poter asso
iare ad ogni evento un punto dellospazio ed un istante di tempo . In parti
olare si 
hiamano inerziali quei sistemi di riferimentonei quali il moto libero di un 
orpo avviene a velo
it�a 
ostante.Per un sistema isolato tutte le leggi della �si
a sono invarianti in forma in tutti i sistemi diriferimento in quiete relativa 
he di�eris
ano l'un l'altro per una rotazione degli assi e per unatraslazione dell'origine. Questa invarianza delle leggi della �si
a diventa evidente se si pensa
he tutte le leggi della �si
a per un sistema isolato possono essere espresse in forma vettoriale.Tale invarianza �e dovuta all'omogeneit�a (equivalenza di tutti i punti) e all'isotropia (equivalen-za di tutte le direzioni) dello spazio, ed ha 
ome 
onseguenza la 
onservazione dell'impulso edel momento angolare. Per un sistema isolato le leggi delle �si
a sono poi invarianti an
heper traslazioni nel tempo, grazie all'omogeneit�a del tempo, e 
i�o 
omporta la 
onservazionedell'energia.Inoltre, per un sistema isolato, le leggi della me

ani
a newtoniana sono invarianti in formain tutti i sistemi di riferimento in moto rettilineo uniforme l'uno rispetto all'altro (prin
ipio direlativit�a galileiano) . Tale prin
ipio vale se si ammette, 
ome sembra naturale fare, 
he le leggidi trasformazione delle 
oordinate di un punto P nel passaggio da un sistema di riferimento Kad un altro sistema di riferimento K 0 in moto rettilineo uniforme rispetto a K 
on velo
it�a v0siano quelle di Galileo, 
io�e r0(t) = r(t)� v0t : (1.1)Derivando questa relazione rispetto al tempo si ottiene la legge di 
omposizione delle velo
it�av0(t) = v(t)� v0 ; (1.2)e derivando di nuovo rispetto al tempo si ottiene la 
ostanza delle a

elerazioni nei due sistemi:a0(t) = a(t) ; (1.3)4



1.1 La relativit�a galileiana e la relativit�a einsteiniana 5da 
ui risulta evidente l'invarianza della se
onda legge di Newton, una volta ammesso 
he leforza e le masse sono assolute.A di�erenza delle leggi della me

ani
a, le leggi dell'elettromagnetismo non sono invariantiin forma per trasformazioni di Galileo: esse infatti non soddisfano il prin
ipio di relativit�agalileiano. Pi�u pre
isamente, la legge di Lorentzma = e�E + v
 �H� (1.4)soddisfa il prin
ipio di Galileo, nel senso 
he �e invariante in forma per trasformazioni del tipo(1.1), se 
ontemporaneamente si impone ai 
ampi elettri
o e magneti
o la legge di trasformazione(di Galileo) 8<:H 0(r; t) =H(r; t)E0(r; t) = E(r; t) + v0
 �H(r; t) : (1.5)Ma 
i�o 
he 
ompli
a 
he le 
ose �e il fatto 
he le equazioni di Maxwellr �E = 4�%r�E = �1
 �H�tr �H = 0r�H = 1
 �E�t + 4�
 j (1.6)
non lo soddisfano. Ci�o �e evidente se si pensa 
he una 
onseguenza matemati
a delle equazionidi Maxwell �e la propagazione delle onde elettromagneti
he 
on velo
it�a pari alla 
ostante 
 
he
ompare in esse. Dato allora un sistema di riferimento K, se in esso valgono le equazioni diMaxwell e se le velo
it�a si 
ompongno se
ondo la (1.2), le equazioni di Maxwell non potranno
erto valere nella stessa forma in un altro sistema di riferimento in moto rettilineo uniformerispetto a K. Veri�
hiamo direttamente quanto detto: se assumiamo 
he le densit�a di 
ari
a e
orrente si trasformano 
ome 8<:%0(r0; t) = %(r; t)� v0
 � j(r; t)j(r0; t) = j(r; t) (1.7)�e allora fa
ile veri�
are 
he le equazioni di Maxwell sono invarianti in forma sotto le trasfor-mazioni (1.1), (1.5) e (1.7) solo se si tras
ura nell'equazione r�H = 1
 �E�t + 4�
 j il termine dispostamento 1
 �E�t . �E an
he interessante notare 
he, tras
urando il termine di spostamento, �epossibile eliminare dalle equazioni di Maxwell la 
ostante 
 
on una ride�nizione di H e di j:~H = 1
H ; ~j = 1
2 j : (1.8)Inve
e, nessuna ride�nizione dei 
ampi, delle densit�a di 
ari
a e di 
orrente permette di elim-inare 
 se il termine di spostamento �e presente. In e�etti �e proprio 1
 �E�t il responsabile dellapropagazione delle onde.



6 Relativit�a ristrettaOsserviamo in�ne 
he 
on la ride�nizione (1.8) il termine di spostamento �E�t viene moltipli-
ato per 1=
2: 
i�o signi�
a 
he le violazioni del prin
ipio di relativit�a galileiano nelle esperienzedi elettromagnetismo sono dell'ordine di 1=
2.Resta 
omunque il fatto 
he le leggi dell'elettromagnetismo non soddisfano il prin
ipio diGalileo. Ci�o porta a pensare 
he, se �e giusto tutto quello 
he abbiamo fatto �nora, per lame

ani
a tutti i sistemi in moto rettilineo uniforme l'uno rispetto all'altro sono equivalenti,mentre per l'elettromagnetismo esiste un sistema di riferimento privilegiato: quello nel qualevalgono le equazioni di Maxwell nella forma (1.6). Se 
hiamiamo etere tale sistema di riferimentoprivilegiato, allora deve essere possibile misurare 
on esperienze di otti
a ed elettromagnetismola velo
it�a di un qualunque sistema rispetto all'etere.L'esperienza di Mi
helson e Morley venne ideata proprio 
on lo s
opo di misurare la velo-
it�a della Terra rispetto all'etere. Il risultato negativo di tale esperienza, 
io�e il fatto 
he nonsi osserv�o lo spostamento delle frange di interferenza 
he avrebbe dovuto segnalare una velo
it�adiversa da zero della Terra rispetto all'etere, mise in 
risi la �si
a. Esperienze eseguite a sei mesidi distanza diedero sempre risultati negativi: eppure la sensibilit�a degli strumenti era suÆ
ientea determinare velo
it�a dell'ordine di quella di rotazione della Terra. D'altra parte, la 
on
lu-sione 
he la Terra fosse ferma rispetto all'etere era 
ontraddetta da altri fatti sperimentali 
omel'aberrazione delle stelle. Tutte le ipotesi ad ho
 proposte per spiegare il risultato negativo del-l'esperienza di Mi
helson e Morley (tras
inamento dell'etere, 
ontrazione di Lorentz-Fritzgerald,teorie emissive) vennero puntualmente bo

iate.Nel 1905 Einstein risolse il problema in modo radi
ale. Il punto di partenza dell'analisi diEinstein fu di elevare a prin
ipio il risultato negativo dell'esperienza di Mi
helson e Morley e dellealtre 
onsimili, postulando 
he l'etere non esista, quindi 
he non solo le leggi della me

ani
a,ma an
he quelle dell'elettromagnetismo, 
io�e 
he tutte le leggi della �si
a fossero invarianti informa nel passare da un sistema di riferimento inerziale ad un altro in moto relativo uniformerispetto al primo (prin
ipio di relativit�a di Einstein) .Poi
h�e le leggi dell'elettromagnetismo non sono inavarianti in forma sotto le trasformazionidi Galileo, se si ammette il postulato di Einstein 
i si trova di fronte ad un dilemma: o si 
ambianole leggi dell'elettromagnetismo, oppure si 
ambiano le leggi di trasformazione di Galileo. Si

omei tentativi di modi�
are le leggi dell'elettromagnetismo si rivelarono infruttuosi, non rest�o altro
he tentare di modi�
are la legge di trasformazione di Galileo. Il 
arattere rivoluzionario di tales
elta sta nel fatto 
he le trasformazioni di Galileo sembrano a prima vista ovvie e naturali: fumerito di Einstein aver messo in lu
e 
he esse si basano su un'ipotesi a priori. Per render
ene
onto 
onsideriamo l'usuale derivazione della (1.1).Consideriamo due sistemi di riferimento K e K 0 
oin
identi all'istante t = 0 ed in motorettilineo uniforme l'uno rispetto all'altro. Siamo O e O0 le origini dei rispettivi sistemi, sia v0la velo
it�a del se
ondo rispetto al primo e sia P un generi
o punto. Partiamo dalla relazionevettoriale O0P = OP �OO0 (1.9)dove OP = r(t) �e il raggio vettore di P nel sistema K, O0P = r0(t) �e il raggio vettore di P nelsistema K 0 e OO0 = v0t �e il raggio vettore di O0 in K. Dalla relazione (1.9) segue allora la (1.1).La (1.9) vale se il 
al
olo vettoriale, 
io�e se la legge di trasformazione �e lineare. Tra po
o vedremo



1.1 La relativit�a galileiana e la relativit�a einsteiniana 7
he 
i�o equivale a supporre 
he lo spazio vuoto �e omogeneo e isotropo e 
he il tempo �e omogeneo.L'invarianza per rotazioni e traslazioni e la 
onservazione del momento angolare per un sistemaisolato 
i di
ono 
he questa ipotesi �e sperimentalmente ben fondata. Tuttavia, il passaggio dalla(1.9) alla (1.1) sarebbe ovvio se i tre vettori r, r0 e v0t fossero tutti misurati in K. Poi
h�er0 �e misurato in K 0, il passaggio dalla (1.9) alla (1.1) �e giusti�
ato solo se intevalli temporalie distanze spaziali sono gli stessi in tutti i sistemi di riferimento in moto rettilineo uniformel'uno rispetto all'altro. Questa ipotesi sembra ovvia per
h�e sembra 
onfermata dall'esperienzaquotidiana. Ma l'esperienza quotidiana ha a 
he fare 
on velo
it�a pi

ole rispetto a quelle dellalu
e, per 
ui quello 
he possiamo 
on
ludere �e 
he questa se
onda ipotesi sia vera solo per talivelo
it�a. Da queste due ipotesi seguono le trasformazioni di Galileo (1.1) e la 
omposizione dellevelo
it�a (1.2).Ci�o 
he fe
e Einstein fu di a

ettare la prima ipotesi e di sostituire la se
onda 
on l'ipotesi,
onfermata dall'esperienza di Mi
helson e Morley, 
he la velo
it�a della lu
e �e la stessa in tutti isistemi di riferimento inerziali. E 
hiaramente tale ipotesi �e in
ompatibile 
on la se
onda.Consideriamo an
ora i due riferimenti di prima e supponiamo 
he all'istante t = 0 in unpunto A venga emesso un lampo di lu
e. L'osservatore posto in K vede la lu
e 
he si propagain entrambe le direzioni 
on velo
it�a 
, per 
ui se A �e il punto medio tra i punti B e C solidali
on K, per tale osservatore il raggio di lu
e arriva simultaneamente in B e in C (tB = tC). Seinve
e A, B e C sono solidali 
on K 0, per l'osservatore in K 0 sono in
ompatibili i seguenti fatti:jACj0 = jABj0, 
0 = 
 e t0C = t0B per
h�e per K 0 la lu
e non arriva simultaneamente in B e in C.Considerando una disposizione sperimentale simile alla pre
edente, nella quale per�o i rag-gi luminosi vengono emessi ortogonalmente alla direzione del moto relativo, si pu�o stabilirefa
ilmente 
he i raggi luminosi arrivano simultaneamente in B e in C per entrambi gli osservatori.Vedremo 
he dalla prima e dalla terza ipotesi seguono le nuove leggi di trasformazione,
he vengono dette trasformazioni di Lorentz ; vedremo an
he 
he esse si ri
ondu
ono a quelle diGalileo per velo
it�a pi

ole rispetto a 
. Vedremo poi 
he le leggi dell'elettromagnetismo sonoinvarianti in forma per le trasformazioni di Lorentz e 
he quelle della me

ani
a newtoniana,invarianti per trasformazioni di Galileo, non lo sono per trasformazioni di Lorentz. Per 
ui,per soddisfare il prin
ipio di relativit�a bisogna modi�
are le leggi della me

ani
a newtonianae arrivare a quelle della me

ani
a relativisti
a, 
he sono invarianti in forma per trasformazionidi Lorentz. Esse inoltre dovranno ri
ondursi a quelle della me

ani
a newtoniana per velo
it�api

ole rispetto a quella della lu
e.Dimostriamo ora il seguente teorema:Teorema 1.1. L'omogeneit�a dello spazio e del tempo �e 
ausa della linearit�a delle trasformazioni
he 
ollegano i due sistemi di riferimento.Dimostrazione. Siano x = (x1; x2; x3) ; x0 = 
tle 
oordinate spazio-temporali di un evento in un sistema di riferimento inerziale K. Siano poiK e K 0 due sistemi di riferimento inerziali. Dato un evento e detta (x0;x) = (x0; x1; x2; x3) lasua quaterna rappresentativa nel sistema K, le 
orrispondenti 
omponenti x0i della quaterna nelsistema K 0 si otterrano dalla prima 
on una trasformazione del tipox0i = f i(x; 
t) :



8 Relativit�a ristrettaIn parti
olare, possiamo 
onsiderare la trasformazione in�nitesimadx0i =Xj �f i�xj (x; 
t) dxj �Xj �ij(x; 
t) dxj :Vediamo ora 
he per l'omogeneit�a dello spazio e del tempo i �ij non dipendono da x e da 
t,
io�e dx0i =Xj �ij dxj ;dove i �ij sono delle 
ostanti. Infatti, eseguendo una traslazione rigida nello spazio e nel tempo(x 7! x+ a, t 7! t+ b) i di�erenziali non devono 
ambiare e quindiXj �ij(x; 
t) dxj =Xj �ij(x+ a; 
t+ 
b) dxj ;ma 
i�o impli
a 
he i �ij non dipendono da x e da t. Per 
ui, integrando si ottienex0i =Xj �ijxj + ai ;dove le ai sono le 
ostanti di integrazione. Si �e 
os�� ottenuta una trasformazione lineare.Osserviamo 
he, sia nella �si
a relativisti
a sia in quella non relativisti
a, si ha 
he i sistemidi riferimento inerziali sono indistinguibili e 
he, una volta ammesso tale postulato, il postulatodella 
ostanza della velo
it�a della lu
e si pu�o esprimere di
endo 
he la velo
it�a massima dipropagazione di una segnale �e �nita.1.2 Invarianza dell'intervallo spazio-temporale1.2.1 Il teorema di invarianza dell'intervalloNel paragrafo pre
edente abbiamo a�ermato 
he dal fatto 
he lo spazio �e omogeneo eisotropo, 
he il tempo �e omogeneo e 
he la velo
it�a �e 
ostante nei sistemi di riferimento inerziali,si possono dedurre le leggi di trasformazione di Lorentz. Per fare 
i�o dapprima dimostreremoun teorema fondamentale, il teorema di invarianza degli intervalli spazio-temporali, e quindiotteremo le trasformazioni di Lorentz ed altri interessanti risultati 
ome 
onseguenza di taleteorema.Diremo evento un qual
he 
osa 
he avviene in un 
erto punto dello spazio e 
he sia indi-viduabile in un dato sistema di riferimento inerziale K tramite le 
oordiante (x; y; z) e in un
erto istante di tempo mediante la 
oordinata t. Un evento sar�a pertanto 
aratterizzato dallaquaterna reale (x0; x; y; z) dove, 
ome al solito, si pone x0 = 
t. Consideriamo ora due eventi(
t1; x1; y1; z1) e (
t2; x2; y2; z2), diremo intervallo spazio-temporale tra i due eventi 
onsideratila grandezza s212 de�nita das212 = 
2(t2 � t1)2 � (x2 � x1)2 � (y2 � y1)2 � (z2 � z1)2 ; (1.10)



1.2 Invarianza dell'intervallo spazio-temporale 9e notiamo subito 
he s212 non �e de�nito positivo. Supponiamo ora 
he i due eventi siano 
ollegatida un segnale luminoso nel modo seguente: all'istante t1 si abbia nel punto (x1; y1; z1) l'emissionedi un lampo di lu
e 
he arriva all'istante t2 nel punto (x2; y2; z2). Si

ome la lu
e viaggia
on velo
it�a 
, la quantit�a 
2(t2 � t1)2 rappresenta il quadrato dello spazio per
orso dal raggioluminoso. Ma, valendo la geometria eu
lidea, an
he la quantit�a (x2�x1)2+(y2�y1)2+(z2�z1)2�e il quadrato di tale distanza, per 
ui si has212 = 
2(t2 � t1)2 � (x2 � x1)2 � (y2 � y1)2 � (z2 � z1)2 = 0 :In 
on
lusione, quindi, se due eventi sono 
ollegati da un raggio luminoso, dovr�a essere s212 = 0e vi
eversa. In parti
olare possiamo 
onsiderare due eventi in�nitamente vi
ini 
aratterizzatidalle quaterne xi e xi + dxi, per 
ui l'intervallo tra di essi sar�a dato dads2 = 
2 dt2 � dx2 � dy2 � dz2 :E ogni volta 
he due eventi sono 
ollegati da un segnale luminoso si avr�a ds2 = 0.Teorema 1.2 (dell'intervallo ). L'intervallo spazio-temporale tra due eventi �e un invarianteper trasformazioni tra sistemi di riferimento inerziali. Cio�eds02 = ds2 : (1.11)Dimostrazione. Siano K e K 0 due sistemi di riferimento inerziali. Consideriamo due eventiin�nitamente vi
ini e indi
hiamo 
on ds2 e ds02 gli intervalli valutati rispettivamente in K ein K 0. Vogliamo dimostrare 
he, qualunque siano i due eventi 
onsiderati, si ha ds2 = ds02.Supponiamo dapprima 
he i due eventi siano 
ollegati da un segnale luminoso; sappiamo allora
he in K si ha ds2 = 0 e 
he, per l'invarianza della velo
it�a della lu
e, an
he ds02 = 0 in K 0.Poi
h�e ad ogni 
oppia di eventi di intervallo nullo in un 
erto sistema �e asso
iabile la propagazionedi un segnale luminoso, 
on
ludiamo 
he la relazione tra ds2 e ds02 deve essere tale 
heds2 = 0 , ds02 = 0 :Vediamo allora di stabilire quale relazione 
'�e tra ds2 e ds02. Per de�nizione di intervallo spazio-temporale possiamo s
rivereds02 = 
2 dt02 � dx02 � dy02 � dz02 = dx002 � 3X�=1 dx0�2 :Per la linearit�a della trasformazione da K a K 0, 
he sappiamo essere diretta 
onseguenza delfatto 
he lo spazio �e isotropo e omogeneo e 
he il tempo �e omogeneo, si hax0i = 3Xj=0 �ijxj + ai ; dx0i = 3Xj=0 �ijdxj ;per 
ui, sostituendo si ottieneds02 =dx002 � 3X�=1 dx0�2 = 3Xi;j=0"�0i�0j � 3X�=1��i ��j # dxidxj= 3Xi;j=0 gij dxidxj ;



10 Relativit�a ristrettadove si �e posto gij = �0i�0j � 3X�=1��i ��j :Con 
i�o si �e allora dimostrato 
he ds02 �e in�nitesimo del se
ondo ordine nella dxi, 
os�� 
ome ds2.Dimostriamo ora 
he ds02 = �(jvj)ds2 � �(v)ds2. A tale s
opo 
onsideriamo la propagazionedi segnali luminosi in opportune direzioni; 
onsideriamo 
io�e un segnale luminoso 
he in K sipropaga nella direzione dell'asse delle x positive. In tal 
aso, essendo dy = dz = 0, possiamos
rivere 0 = ds02 = g00 dx02 + g01 dx0dx1 + g10 dx1dx0 + g11 dx12 :Osserviamo poi 
he, per 
ome sono stati de�niti, i gij sono simmetri
i rispetto allo s
ambio degliindi
i. In altre parole, la matri
e G = [gij ℄ �e una matri
e di dimensione 4�4 simmetri
a. Allora0 = ds02 = g00 dx02 + 2g01 dx0dx1 + g11 dx12 :Trattandosi poi di un segnale luminoso 
he si propaga parallelo e 
on
orde al semiasse delle xpositive, abbiamo dx0 � 
 dt = dx1, da 
ui0 = ds02 = (g00 + 2g01 + g11) dx02 :Ripetendo lo stesso ragionamento per un segnale lumonoso 
he si propaga parallelo e dis
ordeal semiasse positivo delle x, e ri
ordando 
he in questo 
aso dx0 � 
 dt = �dx1, otteniamo:0 = ds02 = (g00 � 2g01 + g11) dx02 :Poi
h�e entrambe le uguaglianze ri
avate devono valere per ogni dx0, si dedu
e 
heg10 = g01 = 0 ; g11 = �g00 :Con ragionamenti analoghi ai pre
edenti, ma appli
ati a segnali luminosi propagantisi lungo gliassi y e z si ottiene:g20 = g02 = 0 ; g22 = �g00 ; g30 = g03 = 0 ; g33 = �g00 :Possiamo allora s
rivereds02 =g00 �dx02 � dx12 � dx22 � dx32�+ 3X�;�=1�6=� g�� dx�dx�=g00 ds2 + 3X�;�=1�6=� g�� dx�dx� :Consideriamo ora un raggio luminoso generi
o 
ongiungente i punti xi e xi+ dxi, Naturalmentesar�a ds02 = ds = 0, per 
ui 3X�;�=1�6=� g�� dx�dx� = 0



1.2 Invarianza dell'intervallo spazio-temporale 11e, per l'arbitrariet�a di dx� dovr�a essere g�� = 0 se � 6= �. Per 
ui, per ora, la matri
e G �e lamatri
e G = 26664 g00 0 0 00 �g00 0 00 0 �g00 00 0 0 �g00 37775 ;e quindi, ds02 = g00 ds2. Chiediamo
i ora da 
he 
osa pu�o dipendere g00. Per le note 
aratteri-sti
he dello spazio e del tempo e per la 
ostanza della velo
it�a della lu
e nel vuoto, esso non pu�odipendere dalle xi e neppure da K e K 0 separatamente, per il fatto 
he tutti i sistemi inerzialisono equivalenti. Eventualmente esso potr�a dipendere dalla velo
it�a relativa v di K 0 rispettoa K ma, sempre per l'isotropia dello spazio, non dalle 
omponenti di essa, n�e dal fatto 
he idue sistemi si stiano avvi
inando o allontanando, per l'omogeneit�a del tempo. Allora, al pi�ug00 potr�a dipendere dal modulo v = jvj della velo
it�a relativa; poniamo quindi g00 = �(v) es
riviamo ds02 = �(v) ds2 :Dimostriamo 
he �(v) = 1. Consideriamo tre sistemi di riferimento inerziali K, K1, K2e indi
hiamo 
on v1 la velo
it�a relativa di K1 rispetto a K, 
on v2 la velo
it�a relativa di K2rispetto a K e 
on v12 la velo
it�a relativa di K1 rispetto a K2. Abbiamo allorads21 = �(v1) ds2 ; ds22 = �(v2) ds2 ; ds21 = �(v12) ds22 ;e quindi �(v1) ds2 = �(v12) ds22 = �(v12)�(v2) ds2. Poi
h�e l'uguaglianza deve valere per ogni ds2deve essere �(v1) = �(v12)�(v2) ed essendo � 6= 0 possiamo s
rivere�(v12) = �(v1)�(v2) :Il modulo della velo
it�a relativa di K1 rispetto a K2 dovr�a dipendere dall'angolo tra v1 e v2.Questo non per il teorema del 
oseno, valido solo nel 
aso in 
ui la legge di 
omposizione dellevelo
it�a sia quella galileiana, ma per il fatto 
he per velo
it�a pi

ole rispetto a quelle della lu
e sideve ri
adere nella dipendenza 
lassi
a. Tuttavia, il se
ondo membro dell'identit�a non dipendedall'angolo tra v1 e v2, per 
ui non ne deve dipendere nean
he il primo membro �(v12). L'uni
omodo aÆn
h�e 
i�o a

ada �e 
he � non dipenda da v, 
io�e 
he� = �� = 1 :Con
ludiamo quindi 
he ds2 = ds02. Per 
ui abbiamo 
he la matri
e G �e data daG = 26664 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 37775 :All'uguaglianza tra intervalli in�nitesimi 
orrisponde poi l'uguaglianza per gli intervalli �nitis0122 = s212.



12 Relativit�a ristretta1.3 Conseguenze del teorema dell'intervallo1.3.1 Intervalli di tipo tempo, di tipo spazio e di tipo lu
eAbbiamo de�nito l'intervallo tra due eventi 
ome la quantit�as212 = 
2�t2 � j�xj2e, an
he quando s
riveremo s2 = 
2t2 � x2 intenderemo l'intervallo tra l'evento di 
oordinate(
t;x) e l'evento 
aratterizzato dalla quaterna (0; 0; 0; 0).De�nizione 1.1. L'intervallo tra due eventi 1 e 2 si di
e di tipo tempo se s212 > 0, di tipo lu
ese s212 = 0, di tipo spazio se s212 < 0.Evidentemente l'intervallo tra due eventi 
he avvengono nello stesso punto spaziale ma inistanti diversi �e di tipo tempo, l'intervallo tra due eventi 
ollegati da un raggio luminoso �e di tipolu
e, quello tra due eventi simultanei 
he avvengono in due punti distinti dello spazio �e di tipospazio. Per il teorema di invarianza dell'intervallo, si ha poi 
he tale 
lassi�
azione �e assoluta,
io�e indipendente dal sistema di riferimento.Per rappresentare l'intervallo tra due eventi �e molto utile la rappresentazione gra�
a diMinkowsky . Per sempli
it�a supponiamo 
he uno dei due eventi 
oin
ida 
on l'origine e limi-tiamo
i alla sola 
oordinata spaziale x. Il moto rettilineo di una parti
ella 
he passa per ilpunto x = 0 all'istante t = 0 �e rappresentato da una retta passante per l'origine e formante 
onl'asse 
t un angolo la 
ui tangente �e uguale alla velo
it�a del punto. Tra tutte le rette del pianous
enti dall'origine le pi�u importanti sono le rette di equaione 
t = �x 
he rappresentano lapropagazione in direzione opposta di due segnali luminosi e passanti per x = 0 al tempo t = 0.Le rette us
enti dall'origine 
he formano 
on l'asse 
t un angolo minore di 45Æ rappresentanole traiettorie di punti 
he si muovono 
on velo
it�a inferiore a quella della lu
e, mentre quellein
linate di un angolo maggiore di 45Æ rappresentano le traiettorie di segnali 
he viaggiano 
onvelo
it�a superiore a 
.Se ora 
i poniamo in un altro sistema di riferimento inerziale, per l'invarianza dell'intervallosi ha 
he x20 � x2 = x002 � x02 = 
ost :Questa equazione �e l'equazione di un'iperbole 
he rappresenta le possibile 
oordinate dell'eventonei vari sistemi di riferimento inerziali. Abbiamo gi�a detto 
he se due eventi hanno luogo nellostesso punto il loro intervallo �e di tipo tempo, ma �e vero an
he il vi
eversa: se l'intervallo tra dueeventi �e di tipo tempo, allora esiste un sistema di riferimento nel quale i due eventi avvengononello stesso punto. Abbiamo poi visto 
he se due eventi sono simultanei, l'intervallo tra di essi�e di tipo spazio. An
he in questo 
aso �e vero il vi
eversa: se l'intervallo tra due eventi �e di tipospazio, allora esiste un sistema di riferimento in 
ui essi sono simultanei.1.3.2 La velo
it�a massima dei segnali �e 
Per dimostrare 
he la velo
it�a massima di propagazione di un segnale non pu�o superarela velo
it�a della lu
e 
 ragioniamo per assurdo: supponiamo 
he esista un segnale 
he 
olleghi
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on l'evento P e 
he si propaghi ad una velo
it�a superiore a 
. Allora risulter�a
2t2�x2 < 0. L'intervallo spazio-temporale tra O e P sar�a allora di tipo spazio: 
i�o signi�
a 
hepu�o esistere un altro sistema di riferimento K 0 nel quale le 
oordinate P 0 di P avranno il tempo
ambiato di segno. Allora in K 0 il tempo dell'evento �nale �e negativo, 
io�e in K 0 il segnale �earrivato prima di partire, ma 
i�o �e in 
ontrasto 
on il prin
ipio di 
ausalit�a, da 
ui l'assurdo.1.3.3 Dilatazione dei tempiConsideriamo due eventi 
he per l'osservatore in K 0 avvengono nello stesso punto e separatida un intervallo di tempo �t0. Ora dimostreremo 
he per un osserevatore in K, rispetto al qualeil punto in 
ui si veri�
ano gli eventi �e in moto, l'intervallo di tipo tempo tra i due eventi risultapi�u grande. Per l'invarianza dell'intervalllo si ha
2 dt2 � dx2 = 
2 dt02 :Sia v il modulo della velo
it�a 
on 
ui K 0 si muove rispetto a K; abbiamo allora 
2 dt2� v2 dt2 =
2 dt02, e 
io�e 
2�1� v2
2� dt2 = 
2 dt02 ;da 
ui si ri
ava subito 
 dt0 = 
 dtr1� v2
2 :Invertendo tale relazione si ottiene 
 dt = 
 dt0p1� v2=
2 ;dalla quale, passando ad intervalli �niti 
on una integrazione e supponendo v 
ostante, si ha
�t = 
�tp1� v2=
2 :An
he se il punto non �e in moto uniforme rispetto a K possiamo 
onsiderare, istante per istante,il sistema di rierimento inerziale la 
ui velo
it�a 
oin
ide 
on quella della parti
ella e la relazionein�nitesima 
ontinua a valere. Integrando allora tale relazione si hat2 � t1 = Z t02t01 dt0p1� v2=
2 > t02 � t01 :Su tale relazione si basa il paradosso dei gemelli : se di due gemelli uno rimane sulla Terra mentrel'altro si mette in viaggio su un'atronave 
he viaggia ad una velo
it�a non pi

ola rispetto a 
, alritorno il gemello a bordo dell'astronave sar�a inve

hiato di meno di quello rimasto sulla Terra.In realt�a non 
'�e al
un paradosso per
h�e la Terra e l'astronave non sono sistemi equivalenti: laTerra, infatti, �e approssimativamente inerziale, mentre l'astronave non lo �e.Una veri�
a sperimentale della dilatazione dei tempi �e 
omunque ris
ontrabile nei muoni.I muoni sono parti
elle prodotte dai raggi 
osmi
i 
he, rispetto all'ossrvatore a riposo 
on esse,hanno una vita media pari a � s 10�6 se
ondi. An
he se viaggiassero ad una velo
it�a molto
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, in � se
ondi potrebbero per
orrere solo qual
he 
entinaio di metri; essi inve
earrivano sulla Terra 
on i raggi 
osmi
i dopo aver per
orso kilometri e kilometri. Tale fatto sispiega osservando 
he il tempo impiegato dai muoni per giungere sulla Terra dall'istante in 
uisono prodotti, nel sistema di riposo 
on la Terra �e molto maggiore dell'intervallo di tempo tragli stessi due eventi misurato nel sistema di riferimento del muone.1.3.4 Contrazione delle lunghezzeConsideriamo una sbarra solidale al sistema K e parallela alla velo
it�a v 
on 
uiK si muoverispetto a K 0. In questo paragrafo dimostreremo 
he per l'osservatore in K 0 la lunghezza dellasbarra �e minore 
he per l'osservatore in K, rispetto al quale la sbarra �e a riposo. A questo puntosorge il problema di 
ome misurare la lunghezza della sbarra. Per l'osservatore in K, rispettoal quale la sbarra �e ferma, non 
'�e problema: gli baster�a utilizzare i regoli rigidi di 
ui �e dotato.L'osservatore in K 0, rispetto al quale la sbarra �e in moto, dovr�a inve
e servirsi di un diversopro
edimento di misura. Ad uno stesso istante t0 egli infatti dovr�a osservare i punti P 0 e Q0 delsistema K 0 
he 
oin
idono in tale istante 
on gli estremi P e Q della sbarra e solidali 
on K; adesempio, egli potr�a fare una fotogra�a 
on la ma

hina fotogra�
a ben ferma in K 0. Poi potr�adeterminare la distanza tra P 0 e Q0 
on i suoi regoli.Ris
rivendo il teorema di invarianza dell'intervallo in termini �niti e in relazione alla si-tuazione 
onsiderata, abbiamo: 
2�t2 ��x2 = ��x02 ; (1.12)
io�e 
2�t2� l2 = �l02, da 
ui l02 = l2� 
2�t2. Possiamo intanto stabilire 
he le lunghezze 
he si
ontraggono sono quelle parallele al moto e non quelle trasversali, in quanto per queste ultimesi ha �t = 0 nella (1.12). Ora si deve determinare quanto vale �t2 nel 
aso in 
ui la sbarra siaparallela al moto. Indi
hiamo allora 
on l la lunghezza di PQ in K, 
on l0 la lunghezza di P 0Q0in K 0 e 
on l00 la lunghezza di P 0Q0 in K. Dopo un breve ragionamento si arriva a stabilire 
heper l'osservatore in K si ha l00 � l = �v�t :Per 
ui per tale osservatore sar�a (l � l00)2 = v2�t2, e 
io�e�t2 = (l � l00)2v2 ; (1.13)e quindi sostituendo la (1.13) in l02 = l2 � 
2�t2 si ottienel02 = l2 � 
2v2 (l � l00)2 :Per ogni elemento in�nitesimo della sbarra PQ abbiamo dl = � dl, 
on � indipendente da l, per
ui integrando diventa l0 = �l. Quello 
he dobbiamo determinare ora �e quanto vale �. Per lare
ipro
it�a tra l0 e l e tra l00 e l0, abbiamo:l02 = l2 � 
2v2 l2(1� �2)2 ;
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io�e (1� �2)l2 = 
2v2 (1� �2)2l2, e quindi �2 = 1� v2=
2, 
io�e� =r1� v2
2 :Sostituendo ora in l0 = �l otteniamo la formula 
er
ata per la 
ontrazione delle lunghezze:l0 = lr1� v2
2 ; (1.14)da 
ui l0 < l.1.4 Trasformazioni di Lorentz spe
ialiIn questo paragrafo determineremo le leggi di trasformazione 
he 
i permettono di passareda un sistema di riferimento inerziale K ad un altro sistema inerziale K 0 nel 
aso parti
olare in
ui v sia 
ostante. Supponiamo 
he le origini O e O0 dei due sistemi 
oin
idano per t = t0 = 0 e
he l'asse x0 s
orra lungo l'asse x. Siano poi y0 e z0 paralleli rispettivamente ad y e z. Sia P unevento di 
oordinate (x; y; z) all'istante t in K e (x0; y0; z0) all'istante t0 in K 0. Poi
h�e abbiamovisto 
he le lunghezze nelle direzioni ortogonali alla velo
it�a relativa non si 
ontraggono, abbiamoy0 = y ; z0 = z :Per la linearit�a della trasformazione e per l'ipotesi 
he O � O0 per t = t0 = 0, abbiamo laseguente trasformazione: ( x0 = �x+ �tt0 = 
t+ ÆxRi
ordando 
he l'intervallo �e un invariante, abbiamo an
he 
hex20 � x2 = x002 � x02 : (1.15)Fa

iamo ora una digressione, ri
ordando 
ome si possano ottenere le formule 
he esprimono unarotazione del piano xy. Consideriamo il fatto 
he x2+y2 = x02+y02 e, poi
h�e 
os2 �+sen2 � = 1,ponendo ( x = % 
os�y = % sen� ; ( x0 = %0�
os�0y0 = %0 
os�0dalla 
ondizione x2 + y2 = x02 + y02 ri
aviamo % = %0. Posto inoltre �0 = �� # abbiamo( x0 = % 
os(�� #) = % 
os� 
os#+ % sen� sen# = x 
os#+ y sen#y0 = % sen(�� #) = % sen� 
os#� % 
os� sen# = �x sen#+ y 
os#
he sono le formula 
er
ate.Proviamo ad appli
are lo stesso metodo an
he al piano di Minkowsky. In questo 
aso, perottenere le trasformazioni lineari 
he las
iano invariato l'intervallo x20�x2, possiamo sostituire alposto di sen e 
os le 
orrispondenti funzioni iperboli
he, per quali sappiamo 
he vale la relazioneCh2 '� Sh2 ' = 1 : (1.16)



16 Relativit�a ristrettaTuttavia 
'�e una leggera 
ompli
azione rispetto al 
aso pre
edente in quanto Ch �e sempre positi-vo, per 
ui �e ne
essario tenere distinti i due 
asi in 
ui l'evento P �e di tipo tempo o di tipo spaziorispetto all'evento 0 rappresentato dall'origine 
omune dei sistemiK e K 0 all'istante iniziale. Nelprimo 
aso poniamo: ( x0 = �%Ch'x = %Sh' ; ( x00 = �%0Ch'0x0 = %0 Sh'0 (1.17)
on il segno positivo per x0 > 0 e 
on il segno negativo per x0 < 0. Inve
e, nel se
ondo 
asoponiamo: ( x0 = %Sh'x = �%Sh' ; ( x00 = %0Ch'x0 = �%0 Sh'0 : (1.18)In entrambi i 
asi, dalla (1.15) e dalla (1.16) risulta immediatamente% = %0 : (1.19)Poi
h�e non �e restrittivo poniamo poi '0 = '�  : (1.20)Consideriamo ora il 
aso in 
ui P sia di tipo tempo rispetto a 0. Inserendo la (1.19) e la (1.20)nel se
ondo gruppo delle (1.17) e utilizzando le formule di prostaferesi per Sh e Ch si ha:( x00 = �%Ch('�  ) = �%Ch'Ch + %Sh'Sh x0 = %Sh('�  ) = %Sh'Ch � %Ch'Sh ;
io�e ( x00 = xSh + x0 Ch x0 = xCh + x0 Sh : (1.21)Chiaramente le leggi di trasformazione da K a K 0 non possono dipendere dal fatto 
he Psia di tipo tempo, spazio o lu
e rispetto a 0, e quindi le (1.21) devono valere in tutti e tre i 
asi.Lo si pu�o veri�
are direttamente nel 
aso in 
ui P sia di tipo spazio rispetto a 0, inserendo le(1.19) e (1.20) nel se
ondo gruppo delle (1.18) e utilizzando an
ora le formule di prostaferesi.Abbiamo 
os�� ottenuto le trasformazioni 
er
ate in funzione dell'angolo iperboli
o  . Sitratta ora di trovare una relazione tra  e la velo
it�a relativa v0. Per fare 
i�o appli
hiamo la(1.21) all'evento 
he des
rive l'origine del sitema K nel sistema K 0:( x0 = x0 Sh 
t0 = x0 Ch :Dividendo membro a membro, otteniamoTh = x0
t0 = �v0t0
t0 = �v0
 :



1.4 Trasformazioni di Lorentz spe
iali 17Pertanto abbiamo: Sh = �v0=
p1� v20=
2 ; Ch = 1p1� v20=
2 ;e quindi x0 = x� v0tp1� v20=
2 ; 
t0 = 
t� xv0=
p1� v20=
2 :La trasformazione 
er
ata pertanto �e la seguente:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
x0 = x� v0tq1� v20
2y0 = yz0 = zt0 = t� v0
2 xq1� v20
2 : (1.22)

Tali trasformazioni sono dette trasformazioni di Lorentz spe
iali per sottolibeare il fatto 
he inesse la velo
it�a v �e 
onsiderata 
ostante.Se si invertono le relazioni pre
edenti si ottengono le trasformazioni da K 0 a K:x = x0 + v0t0q1� v20
2 ; t = t0 + v0
2 x0q1� v20
2 ; y = y0 ; z = z0 ;il 
he mostra 
he la velo
it�a di K, misurata in K 0 �e �v0. Si vede poi 
he se v0 �e molto pi

olorispetto a 
, tras
urando i termini in v0=
, si ottiene 
on buona approssimazionex0 s x� vt ; y0 = y ; z0 = z ; t0 s t ;
he sono le trasformazioni di Galileo . Inoltre, la presenza del fattore 
�1 = q1� v20
2 nelleformule della trasformazione 
i di
e 
he deve sempre essere v0 < 
.1.4.1 Dilatazione dei tempiConsideriamo un orologio a riposo in K 0 
he nel punto di 
oordinate x0 segna un intervallodi tempo �t0 = t02� t01 tra due eventi 
on le stesse 
oordinate spaziali. Per un osservatore in K,appli
ando le trasformazioni di Lorentz a tali istanti, si ha:t1 = 
 �t01 + v0
2 x01� ; t2 = 
 �t02 + v0
2 x2� :Poi
h�e x01 = x02, si ha �t = t2 � t1 = 
(t02 � t01) = �t0q1� v20
2 ;
he �e lo stesso risultato 
he avevamo ottenuto 
onsiderando il solo fatto dell'invarianza degliintervalli spazio-temporali.



18 Relativit�a ristretta1.4.2 Contrazione delle lunghezzeSia ora l la lunghezza di una sbarra �ssa in K e parallela alla direzione del moto relativo,
io�e l = �x = x2 � x1. Per le trasformazioni di Lorentz abbiamo allorax1 = 
(x01 + v0t01) ; x2 = 
(x02 + v0t02) :Abbiamo gi�a notato 
he quando l'osservatore in K deve misurare la lunghezza della sbarra, eglideve valutare simultaneamente in un 
erto istante di tempo t0 la posizione dei suoi estremi, per
ui sar�a t01 = t02. Sostituendo si avr�a:�x = x2 � x1 = 
(x02 � x01) = 
�x0 ;
io�e, se l0 �e la lunghezza della sbarra in K 0, si avr�al0 = lr1� v20
2 :E an
he questo risultato 
on
orda 
on quello 
he avevamo ottenuto utilizzando solo l'invarianzadegli intervalli spazio temporali.1.4.3 Trasformazione relativisti
a della velo
it�aLa legge di 
omposizione galileiana delle velo
it�a a�ermava 
he v0 = v � v0. Questalegge andr�a naturalmente modi�
ata, alla lu
e delle trasformazioni di Lorentz delle 
oordinatespazio-temporali. Di�erenziando le equazioni della trasformazione otteniamodx0 = 
(dx� v0 dt)dy0 = dydz0 = dzdt0 = 
 �dt� v0
2 dx� : (1.23)Dividendo membro a membro le prime tre equazioni del moto per la quarta si ottiene:dx0dt0 = dxdt � v01� v0
2 dxdtdy0dt0 = 1
(1� v
2 dxdt ) dydt ;dz0dt0 = 1
(1� v
2 dxdt ) dzdte 
io�e v0x = vx � v01� v0
2 vxv0y = 1
(1� v
2 vx)vy :v0z = 1
(1� v
2 vx)vz (1.24)
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he sono le trasformazioni relativisti
he della velo
it�a. Dalle queste trasformazioni, per v0 � 
e 
on buona approssimazione, tras
urando i termini inv0
2 , si ottienev0x = vx � v0 ; v0y = vy ; v0z = vz ;
he sono le trasformazioni 
lassi
he della velo
it�a . Si osservi ora 
he, dalle formule trovate,velo
it�a in modulo non maggiori a 
 in K non daranno mai velo
it�a maggiori in modulo a 
 inK 0. Se infatti 
onsideriamo il 
aso signi�
ativo in 
ui vx = 
, vy = 0 e vz = 0, otteniamov0x = 
� v01� v0
 = 
� v0
� v0 = 
 ; v0y = 0 ; v0z = 0 :



Capitolo 2Trasformazioni generali e algebratensorialeNel 
apitolo pre
edente abbiamo ri
avato le trasformazioni spe
iali di Lorentz. Ora vogliamo
aratterizzare tutte le possibili trasformazioni da un sistema di riferimento inerziale ad un altrosistema di riferimento inerziale. In 
onformit�a 
on i postulati di relativit�a, tali trasformazionidovranno soddisfare i seguenti requisiti:i. la linearit�a: x0i = �ijxj + ai ; i = 0; 1; 2; 3 ; (2.1)(d'ora in avanti si utilizzer�a la 
onvenzione di Einstein sugli indi
i) dove i �ij e gli ai sonodei numeri reali indipendenti dalle xi.ii. l'invarianza dell'intervallo: �x002 ��x02 = �x02 ��x2 ; (2.2)dove �x = j�xj.Questa se
onda 
ondizione far�a s�� 
he nell'espressione della trasformazione lineare gli ai possanoessere arbitrari in quanto 
ompaiono solo nelle di�erenze, mentre vedremo 
he i �ij devonoobbedire a pre
ise limitazioni.2.1 Il gruppo di Poin
ar�eComin
iamo allora a stabilire quali 
aratteristi
he hanno le trasformazioni tra un sistema diriferimento inerziale ed un altro sistema inerziale. Per pro
edere 
onviene utilizzare la seguentenotazione matri
iale:G = 26664 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 37775 ; � = [�ij℄ ; x = 26664 x0x1x2x3 37775 : (2.3)
20



2.1 Il gruppo di Poin
ar�e 21Nel simbolo �ij abbiamo 
he j indi
a il numero della 
olonna, mentre i indi
a il numero dellariga; notiamo 
he la matri
e G�1 di elementi gij �e tale 
he gikgkj = Æij �e identi
a alla matri
e G.Dedu
iamo allora 
he la 
ondizione di linearit�a divent�ax0 = �x+ a ;e, per le matri
i e i vettori trasposti x0T = xT�T + aT . In parti
olare da tale fatto ri
aviamo�x0 = ��x ; �x0T = �xT�T : (2.4)Per quanto riguarda la 
ondizione sull'invarianza degli intervalli spazio-temporali, essa pu�o essereris
ritta nella forma �x0igij�x0j = �xigij�xj ;
he in forma matri
iale diventa �x0TG�x0 = �xTG�x : (2.5)Sostituendo allora le espressioni ottenute per �x0 e �xT , la 
ondizione di invarianza dell'inter-vallo si tradu
e in �xT�TG��x = �xTG�x
he, dovendo valere per ogni �x e �xT , impli
a 
he debba essere soddisfatta la seguente
ondizione: �TG� = G ; (2.6)e questa relazione �e quella 
he 
aratterizza le matri
i delle trasformazioni.In de�nitiva, allora, le trasformazioni 
er
ate saranno del tipo x0 = �x + a, dove a �e unaquaterna di numeri reali e � una matri
e 4�4 soddisfa
ente la 
ondizione di pseudo-ortogonalit�a�TG� = G. Tali trasformazioni sono dette trasformazioni di Poin
ar�e e, detto P l'insieme ditutte le trasformazioni di Poin
ar�e, ogni elemento di P sar�a 
aratterizzato dalla 
oppia f�; ag.De�niamo ora in P una legge di trasformazione interna: 
onsideriamo f�1; a1g; f�2; a2g 2 P ,risulta: x0 = �1x+ a1 ;x00 = �2x0 + a2 = �2�1x+�2a1 + a2 ;pertanto poniamo f�2; a2gf�1; a1g = f�2�1;�2a1 + a2g : (2.7)Dimostriamo allora la propret�a di 
hiusura, 
io�e 
he f�2�1;�2a1 + a2g 2 P ; a tale s
opo �esuÆ
iente dimostrare 
he �2�1 soddisfa la 
ondizine (2.6). Ci�o �e immediato, infatti[�2�1℄TG[�2�1℄ = �T1 �T2G�2�1 = �T1G�1 = G :Dimostriamo ora 
he P dotato di questa legge di 
omposizione interna 
ostituis
e un gruppo,detto gruppo di Poin
ar�e.



22 Trasformazioni generali e algebra tensorialei. Innanzitutto veri�
hiamo 
he la moltipli
azione in P gode della propriet�a asso
iativa. Os-serviamo prima 
he(f�1; a1g+ f�2; a2g)(x) = f�1; a1gx+ f�2; a2gx = �1x+ a1 +�2x+ a2= (�1�2)x+ a1 + a2 = f�1 +�2; a1 + a2gx :Per 
ui abbiamof�1; a1g(f�2; a2g+ f�3; a3g)(x) = f�1; a1gf�2 +�3; a2 + a3gx= f(�2 +�3)�1; (�2 +�3)a1 + a2 + a3gx= f�2�1 +�3�1;�2a1 +�3a1 + a2 + a3gx= f�2�1;�2a1 + a2gx+ f�3�1;�3a1 + a3gx= f�1; a1gf�2; a2gx+ f�1; a1gf�3; a3gx :ii. In P esiste l'elemento neutro 
he �e dato daE � fI; 0g ; (2.8)dove I �e la matri
e identit�a e 0 �e il vettore nullo.iii. Data la generi
a 
oppia f�; ag 2 P , esiste l'elemento inverso. Infatti, osservato 
he G2 = I,moltipli
ando a sinistra per G entrambi i membri della relazione �TG� = G otteniamo:G�TG� = G2 = I :Allora, posto ��1 � G�TG, risulta ��1� = I (
he impli
a an
he ���1 = I); inoltre risulta��TG��1 = G�GG��1 = G���1 = G :Considerando quindi la 
oppia f��1;���1ag 2 P , abbiamof��1;���1agf�; ag = f��1�;��1a� ��1ag = fI; 0g = E:Pertanto possiamo s
rivere 
he l'elemento inverso di f�; ag �e dato daf�; ag�1 = f��1;���1ag : (2.9)Visto 
i�o, si 
on
lude ne
essariamente 
he P ha la struttura algebri
a di un gruppo.Come appli
azione di tutta questa teoria 
al
oliamo l'elemento di P 
orrispondente allatrasformazione spe
iale di Lorentz ri
avata nel 
apitolo pre
edente ed espressa dalle equazioni(1.22) 
he qui ri
ordiamo: x0 = 
(x� �x0)y0 = yz = z0x00 = 
(x0 � �x)



2.1 Il gruppo di Poin
ar�e 23dove � = v=
 e 
 = 1=p1� v2=
2. Dopo un sempli
e 
al
olo si ottiene 
he la 
oppia f�; ag danoi 
er
ata �e data da � = 26664 
 ��
 0 0��
 
 0 00 0 1 00 0 0 1 37775 ; a = 26664 0000 37775 : (2.10)
2.1.1 Struttura del gruppo di Poin
ar�eParti
olari trasformazioni del gruppo di Poin
ar�e sono quelle del tipo fI; ag. Esse agis
ononel modo seguente. x0 = x+ a ;esse 
io�e sono gli elementi di P 
he 
orrispondono alle traslazioni nello spazio-tempo. Detto Tl'insieme di tali trasformazioni, non �e diÆ
ile dimostrare 
he esso �e un sottogruppo abeliano diP detto gruppo delle traslazioni.Altre parti
olari trasformazioni del gruppo di Poin
ar�e sono quelle del tipo f�; 0g la 
uiazione sui vettori �e x0 = �x ;
io�e x0i = �ijxj. Detto L l'insieme di queste trasformazioni non �e diÆ
ile dimostrare 
he esso �eun sottogruppo di P detto gruppo di Lorentz.Con
ludendo, notiamo 
he P pu�o essere ottenuto 
ome prodotto semidiretto del gruppodelle traslazioni e del gruppo di Lorentz.2.1.2 Struttura del gruppo di LorentzCon
entriamo
i ora sul gruppo di Lorentz, i 
ui elementi saranno denotati pi�u sempli
emente
on la sola matri
e �. Dall'uguaglianza �TG� = G ri
aviamoDetG = Det �T DetGDet� = DetGDet2 � :Da 
ui segue 
he Det2 � = 1, e quindi Det � = �1 :Sempre dall'uguaglianza �TG� = G (
io�e gik = �T ilglm�mk ) e per de�nizione di G ri
aviamo inparti
olare: g00 = �T 0i gij�i0 = �i0gii�i0 ;dove �T 0i indi
a l'elemento �0i della matri
e �T ; da questa relazione otteniamo1 = �002 � 3X�=1��0 2 ;



24 Trasformazioni generali e algebra tensorialeda 
ui �002 = 1 + 3X�=1��0 2 ;e quindi j�00j � 1. Possiamo allora suddividere le trasformazioni di Lorentz in quattro 
lassi ase
onda dei valori di Det � e di �00.i. Comin
iamo 
on la prima 
lasse: essa viene indi
ata 
on L"+ ed �e 
aratterizzata daDet � = 1 ; �00 � 1 :A questa 
lasse appartiene la trasformazione identi
a I e tutte le trasformazioni di questa
lasse possono essere ottenute le une dalle altre a partire dalla trasformazione identi
a. Non�e diÆ
ile veri�
are 
he questa 
lasse �e un sottogruppo del gruppo di Lorentz, detto gruppoproprio di Lorentz.ii. La se
onda 
lasse L"� �e 
aratterizzata daDet � = �1 ; �00 � 1 :Una tipi
a matri
e di questa 
lasse �e�p = 26664 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 37775 ;
he 
orrisponde alla 
osiddetta operazione di parit�a:( x0� = �x�x00 = x0 :Questa 
lasse non pu�o ovviamente 
ostituire un sottogruppo del gruppo di Lorentz in quantoad essa non appartiene la matri
e unit�a I. Questa 
lasse �e poi disgiunta dalla prima ed �eimpossibile passare 
on 
ontinuit�a da una trasformazione all'altra di L"�. Gli elementi diL"� si possono 
omunque ottenere dagli elementi di L"+ moltipli
ando questi ultimi per �p.iii. Alla terza 
lasse L#� appartengono le trasformazioni per le qualiDet � = �1 ; �00 � �1 :Una matri
e di tale insieme �e la matri
e�t = 26664 �1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 37775
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he 
orrisponde all'inversione del tempo:( x0� = x�x00 = �x0 :Per questa 
lasse di trasformazioni valgono le osservazioni fatte per le trasformazioi di L"+;in parti
olare, gli elementi di L#� possono essere ottenuti moltipli
ando quelli di L"+ per �t.iv. La quarta 
lasse L#+ �e 
ostituita dalle trasformazioni tali 
heDet � = 1 ; �00 � �1 :Una matri
e di questa 
lasse �e�I = �t�p = 26664 �1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 37775 ;
he 
orrisponde alla trasformazione ( x0� = �x�x00 = �x0 :An
he per gli elementi di L#+ valgono le 
onsiderazioni fatte per L"� e per L#�, in parti
olareogni elemento di L#+ si pu�o ottenere da un elemento di L"+ moltipli
andolo per �I.2.1.3 Struttura del gruppo proprio di LorentzStudiamo ora la struttura del gruppo proprio di Lorentz L"+. Una generi
a matri
e � reale4�4 dipende da 16 parametri reali, ma se �e un elemento di L"+ essa deve soddisfare la 
ondizione�TG� = G 
he, data la simmetria di G, fornis
e 10 
ondizioni indipendenti sui parametri e di
onseguenza ridu
e a 6 il numero di parametri reali indipendenti.Nello spazio tridimensionale eu
lideo le rotazioni sono individuate da tre parametri reali,
he ad esempio possono essere gli angoli di Eulero. Nel 
aso del gruppo proprio di Lorentz,la generi
a � �e individuata da 6 parametri reali asso
iati alle \rotazioni" nei seguenti piani
oordinati: xy; xz; yz; xt; yt; zt :Nei primi tre 
asi abbiamo le rotazioni tridimensionali ordinarie, 
he 
osituis
ono un sottogrup-po del gruppo proprio di Lorentz. Nei se
ondi tre 
asi, inve
e, abbiamo le \pseudorotazioni"
orrispondenti alle trasformazioni spe
iali di Lorentz. Si badi bene 
he l'insieme delle trasfor-mazioni spe
iali di Lorentz sui tre piani xt, yt e zt non 
ostituis
e un sottogruppo del gruppoproprio di Lorentz: �e un sottogruppo solo l'insieme delle trasformazioni spe
iali lungo un datoasse.
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ipio di relativit�a di EinsteinIn de�nitiva, ogni trasformazione di Poin
ar�e pu�o essere pensata 
ome il risultato di unatraslazione (
he ri
hede quattro parametri), di una pura rotazione spaziale (
he ne ri
hede tre),di una pura traformazione spe
iale di Lorentz (
he ne ri
hiede altri tre) e di eventuali ri
essionidegli assi spazio-temporali.Dei tre postulati di relativit�a �nora ne sono stati utilizzati solo due: quello sull'omogeneit�ae isotropia dello spazio e omogeneit�a del tempo e quello sulla 
ostanza della velo
it�a della lu
enel vuoto in tutti i sistemi di riferimento inerziali. Ora dobbiamo pre
isare i limiti di validit�adel terzo, ossia del prin
ipio di relativit�a di Einstein.Dato un sistema di riferimento inerziale, 
onsideriamo l'insieme dei sistemi di riferimento 
hesi ottengono da questo mediante delle trasformazioni lineari 
he las
iano invariato l'intervallospazio-temporale: avremo allora dei sistemi ruotati, traslati, in moto rettilineo uniforme e isistemi ottenuti da questi 
on operazioni di parit�a ed eventualmente di inversione del tempo.Quello 
he vogliamo stabilire ora �e se il prin
ipio di relativit�a di Einstein vale per tutti questisistemi di riferimento o solo per una parte di essi.Fino al 1957 si riteneva 
he esso valesse per tutti questi sistemi di riferimento, ma in taleanno si s
opr�� 
he le leggi delle �si
a non sono ne
essariamente invarianti per ri
essione degliassi spazio-temporali. Ad esempio, le leggi delle interazioni deboli non sono invarianti per parit�ae per inversione del tempo. Si deve pertanto 
on
ludere 
he il prin
ipio di relativit�a di Einsteinriguarda i sistemi inerziali 
ollegati da trasformazioni 
he sono 
ombinazioni lineari di traslazionie trasformazioni proprie di Lorentz (gruppo proprio di Poin
ar�e).Nel seguito 
i�o 
omunque non sar�a rilevante in quanto le leggi dei fenomeni 
he tratteremosono invarianti an
he per operazioni di parit�a e inversione del tempo.
2.2 Quadritensori e 
al
olo quadritensorialeIn 
onformit�a 
on quanto visto nel 
apitolo pre
edente, ora dobbiamo rius
ire a modi�
arele leggi della me

ani
a in modo tale 
he esse soddis�no il terzo postulato della relativit�a (ilprin
ipio di relativit�a di Einstein) e si ridu
ano a quelle della me

ani
a 
lassi
a per velo
it�api

ole rispetto a 
; poi dobbiamo veri�
are se an
he le leggi dell'elettromagnetismo soddisfanoil terzo postulato della relativit�a.Per sviluppare questo programma �e opportuno utilizzare del 
al
olo quadritensoriale. Per
apire questo punto fa

iamo una digressione 
hiedendo
i per
h�e per un sistema isolato le leggidella �si
a 
lassi
a si esprimono in forma vettoriale. La risposta sta nel fatto 
he per un sistemaisolato le leggi delle �si
a devono avere la stessa forma in tutti i sistemi di riferimento 
hedi�eris
ano tra loro per una traslazione o per una rotazione degli assi. Come si �e gi�a detto,
i�o �e 
onseguenza dell'omogeneit�a e isotropia dello spazio ed impli
a 
he per un sistema isolatoS tutti i sistemi di riferimento traslati ed eventualmente ruotati sono equivalenti, ossia le leggidella �si
a non 
onsentono di distinguere tra questi sistemi di riferimento.Come sappiamo, le leggi di trasformazione da un sistema di riferimento K ad un altro K 0
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olo quadritensoriale 27rototraslato rispetto ad esso sono: x0 = Rx+ a ;dove R �e una matri
e 3�3 e a �e una terna di numeri reali. Per de�nizione, uno s
alare �e un ente
he non 
ambia per traslazioni e rotazioni, mentre un vettore A �e un ente 
he resta immutatoper traslazioni, mentre per rotazioni si trasforma se
ondo A0 = RA.In modo analogo si possono de�nire i tensori doppi, tripli, e

. Per un sistema isolato leleggi della �si
a sono espresse in forma vettoriale, 
io�e 
ome uguaglianza tra s
alari e s
alari,vettori e vettori, tensori e tensori, e

. Allora, automati
amente, esse avranno la stessa formain tutti i sistemi rototraslati. Per esempio, se in K una legge �si
a ha la forma A = B, dove Ae B sono dei vettori, poi
h�e A� = B�, allora R��A� = R��B�, per 
ui A0 = B0, e quindi talelegge avr�a la stessa forma an
he in K 0 e, se 
i�o vale per tutte le leggi �si
he, K e K 0 sarannosistemi di riferimento equivalenti.In �si
a relativisti
a il nostro s
opo �e quello di ottenere delle equazioni (per sistemi isolati)
he soddis�no il terzo prin
ipio di relativit�a, 
io�e 
he abbiano la stessa forma in tutti i sistemidi riferimento inerziali. Abbiamo gi�a visto 
he le leggi di trasformazione tra due sistemi inerzialisono quelle (proprie) di Poin
ar�e. Queste ultime sono simili a quelle delle rototraslazioni, madi�eris
ono da esse per
h�e agis
ono in uno spazio a quattro dimensioni (inve
e 
he a tre) e per
h�ela metri
a in tale spazio �e pseudoeu
lidea anzi
h�e eu
lidea. Queste di�erenze non 
i impedis
ono
omunque di 
ostruire un 
al
olo quadrivettoriale simile a quello trivettoriale e 
on
ludere 
he,se le leggi della �si
a sono espresse in forma quadrivettoriale o, 
ome si di
e, sono 
ovariantia vista (
io�e sono espresse da uguaglianze tra s
alari e s
alari, quadrivettori e quadrivettori,e

), allora esse saranno automati
amente invarianti in forma in tutti i sistemi inerziali. Anzi,a volte, il fatto 
he le leggi della �si
a per un sistema isolato debbano essere 
ovarianti a vista,pu�o essere utilizzato in modo euristi
o per \intuire" quali sono le leggi 
orrette.2.2.1 QuadritensoriDiamo subito le seguenti due de�nizioni:De�nizione 2.1. Un (quadri)s
alare �e un ente 
he non 
ambia per trasformazioni appartenential gruppo di Poin
ar�e, 
io�e C 0 = f�;agC = C : (2.11)De�nizione 2.2. Un quadrivettore 
ontrovariante �e un ente 
aratterizzato da quattro 
ompo-nenti Ai, 
on i = 0; 1; 2; 3, tali 
hei. per traslazioni si ha A0i = Ai ;ii. per trasformazioni di Lorentz (
io�e 
on � tale 
he �TG� = G) si haA0i = �ijAj :



28 Trasformazioni generali e algebra tensorialeSi noti 
he a rigore (x0; x1; x2; x3) non �e un quadrivettore, infatti esso si trasforma se
ondola legge x0i = �ijxj + ai ;mentre un vero quadrivettore �e (dx0; dx1; dx2; dx3), per
h�e esso, in seguito ad una generi
atrasformazione di Poin
ar�e varia se
ondo la leggedx0i = �ij dxj :Analogamente, an
he (x02; x12; x22; x32)� (x01; x11; x21; x31) �e un quadrivettore.Ri
ordando 
he l'invarianza dell'intervallo si esprime nella forma ds02 = ds2, o an
hedx0igij dx0j = dxigij dxj ;dove gij sono gli elementi della matri
e G de�nita nel 
apitolo pre
edente, 
on
ludiamo 
hel'intervallo spazio-temporale �e un quadris
alare.In 
orrispondenza delle 
omponenti 
ontrovarianti Ai di un quadrivettore, sono de�nitean
he delle nuove quantit�a 
on gli indi
i in basso, dette 
omponenti 
ovarianti :De�nizione 2.3. Dato un quadrivettore 
ontrovariante Ai si de�nis
e quadrivettore 
ovarianteil quadrivettore di 
omponenti Ai date daAi = gijAj : (2.12)In parti
olare, abbiamo allora dxi = gij dxj e dx0i = gij dx0j , per 
ui l'invarianza dell'inter-vallo si potr�a s
rivere dx0idx0i = dxidxi :Cer
hiamo di determinare la legge di trasformazione delle 
omponenti 
ovarianti di unquadrivettore in seguito ad una trasformazione di Poin
ar�e. Se la legge di trasformazione delle
omponenti 
ontrovarianti �e la seguente: A0i = �ijAj ; (2.13)ora dimostreremo 
he la legge di trasformazione delle 
omponenti 
ovarianti �eA0i = �̂jiAj ; (2.14)dove si �e posto �̂ji = gik�kl glj , 
on i glk 
he sono gli elementi di G�1. Infatti da A0k = �kl Al,moltipli
ando entrambi i membri a sinistra per gik e sommando sugli indi
i muti otteniamogikA0k = gik�kl Al = gik�kl gljAj ;ri
ordando le de�nizioni date si pu�o poi esprimere l'uguaglianza pre
edente nella forma (2.14),infatti gikA0k = A0i = �̂jiAj.In modo del tutto analogo si pu�o dimostrare 
he, se la legge di trasformazione delle 
ompo-nenti 
ovarianti �e la (2.14), quella delle 
omponenti 
ontrovarianti, ottenibili dalle prime tramitela relazione Ai = gijAj, �e la (2.13), dove si osservi 
he�ij = gik�̂lkglj :



2.3 Algebra tensoriale 29La distinzione tra quadrivettori 
ovarianti e quadrivettori 
ontrovarianti, 
he �e assente nel
aso eu
lideo tridimensionale, �e 
onnessa 
on il fatto 
he nel nostro 
aso la metri
a dello spazio�e pseudoeu
lidea.In modo analogo si possono de�nire i quadritensori di ordine pi�u elevato, 
on indi
i 
on-trovarianti, 
ovarianti e misti. Vediamo allora 
ome sono de�niti questi oggetti matemati
i:De�nizione 2.4. Si 
hiama tensore doppio 
ontrovariante un ente invariante per traslazioni e
he per trasformazioni di Lorentz si trasforma 
omeT 0ij = �il�imT lm : (2.15)De�nizione 2.5. Si 
hiama tensore doppio 
ovariante un ente invariante per traslazioni e 
heper trasformazioni di Lorentz si trasforma 
omeT 0ij = �̂li�̂mj Tlm : (2.16)De�nizione 2.6. Si 
hiama tensore doppio misto un ente invariante per traslazioni e 
he pertrasformazioni di Lorentz si trasforma 
omeT 0i j = �̂li�jmTml ; T 0ij = �il�̂mj T lm : (2.17)Il numero di indi
i delle 
omponenti di un tensore de�nis
e il rango del tensore. I tensoridi rango 1 sono i vettori.Inoltre si possono de�nire altri enti, detti pseudotensori di prima o se
onda spe
ie, la 
uilegge di trasformazione di�eris
e da quella dei tensori ordinari per il fattore moltipli
ativo Det �per i pseudotensori di prima spe
ie e per "(�00) per quelli di se
onda spe
ie , dove "(�00) indi
a ilsegno di �00. Ad esempio S0 = Det � �S �e uno pseudos
alare di prima spe
ie, mentre S0 = "(�00)S�e uno pseudos
alare di se
onda spe
ie.Notiamo 
he per trasformazioni di Lorentz proprie, per le quali sappiamo 
he Det � = 1,abbiamo "(�00) = 1, per 
ui la legge di trasformazione dei pseudotensori di se
onda spe
ie �e lastessa di quella dei tensori ordinari.2.3 Algebra tensorialeDe�niti quindi gli oggetti matemati
i del paragrafo pre
edente, 
er
hiamo di trovare per essiun'algebra. In questo paragrafo vedremo 
osa si intende per somma e per prodotto, per prodottos
alare, per 
ontrazione di un tensore e per tensore 
ostante, quali sono le trasformazioni dei
ampi, in 
he 
osa 
onsista il quadrigradiente e 
ome si trasforma.2.3.1 Somma e prodotto di tensoriSempli
emente, sommando due tensori dello stesso rango si ottiene un tensore dello stessorango: Afgab
d +Bfgab
d = Cfgab
d ;
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andoli di ottiene un tensore di rango pi�u elevato:Ab
a Bgdef = Cb
gadef :Si vede quindi 
he nel 
aso della moltipli
azione, il rango del tensore prodotto �e la somma deiranghi dei tensori moltipli
ati.2.3.2 Prodotto s
alareSiano Ai le 
omponenti 
ontrovarianti di un quadrivettore e Bi le 
omponenti 
ovarianti diun quadrivettore 
ovariante. Vogliamo dimostrare 
he la quantit�aAiBi ; (2.18)detta prodotto s
alare pseudoeu
lideo, �e un quadris
alare, ossia �e un invariante per trasformazionidi Poin
ar�e. Abbiamo:A0iB0i = �ikAk�̂kiBk = �ikAkgi����g�kBk = Ak�ikgi����g�kBk= Ak�T ki gi����g�kBk = Akgk�g�kBk = AkBk :
he �e quanto volevamo dimostrare. Come 
aso parti
olare di questa propriet�a possiamo riottenerel'invarianza dell'intervallo: ds02 = dx0idx0i = dxidxi = ds2 :In parti
olare AiAi �e un quadris
alare. In analogia 
on quanto si �e detto per l'intervallo, diremo
he Ai �e un quadrivettore di tipo tempo, di tipo lu
e o di tipo spazioindexquadrivettore!di tipo!spazio a se
onda 
he AiAi sia maggiore, uguale o minore di zero.2.3.3 Contrazione dei tensoriConsideriamo il generi
o tensore T efghab
d . Sommando sugli indi
i 
orrispondenti della rigainferiore e superiore (ad esempio T afgkak
d ), si ottiene un tensore di rango di due gradi inferiore.Ad esempio, dal tensore di se
ondo rango T ki si ri
ava lo s
alare T = T ii , mentre dal tensoredi ottavo rango T efghab
d si pu�o ottenere il tensore di sesto rango Safga
d = T afgkak
d , poi il tensore diquarto rango Rfga
 = Skfga
k , e 
os�� via...�E poi possibile 
ombinare le operazioni di moltipli
azione e di 
ontrazione: mediante Ai eBi �e possibile 
ostruire il tensore di se
ondo rango Ski = AiBk, e da questo lo s
alare S = Sii(
he 
omunque si poteva ri
avare direttamente da Ai e Bi 
ome visto sopra). Analogamente, daltensore Aik e dal vetore xk si possono ottenere il vettore yi = Aikxk e l'invariante J = Aikxixk.Le regole appli
ate possono essere invertite, 
io�e se Akxk �e un invariante per ogni vettorearbitrario xk, allora le Ak sono le 
omponenti di un vettore. Se inve
e Aik = Aki e Aikxixk�e un invariante per ogni vettore arbitrario xi, allora le Aik sono le 
omponenti di un tensore
ovariante di se
ondo rango.Le regole viste qui possono ovviamente essere appli
ate an
he ai tensori di rango pi�u elevato.



2.3 Algebra tensoriale 312.3.4 Tensori 
ostantiUn quadritensore di parti
olare interesse �e il tensore metri
o di 
omponenti gij (oppure gij),de�nite dalla matri
e G (G�1) e 
aratterizzate dal fatto di essere le stesse in tutti i sistemi diriferimeto inerziali. Veri�
hiamo 
he il tensore metri
o �e e�ettivamente un tensore dimostrando
he gij = g0ij = �̂li�̂mj glm :Moltipli
ando in G = �TG� a destra per ��T e a sinistra per ��1, ri
aviamo ��TG��1 = G,ossia G = �̂G�̂T , e quindi gij = �̂ljglm�̂Tmj :Il tensore metri
o si rivela molto utile quando si vogliono abbassare o alzare gli indi
i. Si
onsideri l'ente 
aratterizzato dalle 44 quantit�a 
os�� de�nite:"iklm = 8><>: 0 se due indi
i sono uguali1 se gli indi
i formano una permutazione pari di 0123�1 se gli indi
i formano una permutazione dispari di 0123 (2.19)Si veri�
a 
he tali quantit�a sono le 
omponenti 
ontrovarianti di uno pseudotensore 
ostante diprima spe
ie, in quanto obbedis
ono alla seguente legge di trasformazione:"iklm = "0iklm = Det� � �ir�ks�lt�mu "rstu :La dimostrazione �e immediata, basta infatti ri
onos
ere 
heDet � � "iklm = �ir�ks�lt�mu "rstu�e la regola per 
al
olare il determinante di una matri
e 4�4. Si ottiene la legge di trasformazioneper "iklm moltipli
ando la pre
edente relazione per Det � e ri
ordando 
he Det2 � = 1. eiklmviene detto pseudotensore di Ri

i di quarto rango.2.3.5 Le leggi di trasformazione dei 
ampiIn relativit�a dovremo 
onsiderare i 
ampi tensoriali, ossia tensori 
he sono funzioni delle
oordinate dello spazio quadridimensionale pseudoeulideo.Indi
hiamo ora 
on x il quarivettore (x0; x1; x2; x3). Il pi�u sempli
e esempio di 
ampotensoriale �e il 
ampo s
alare. Vediamo ora 
ome si trasforma un 
ampo s
alare �(x) in seguito alpassaggio da un sistema di 
oordinate inerziale ad un altro, 
on la legge x0 = �x+a. Trattandosidi uno s
alare, dobbiamo imporre 
he �0(x0) = �(x) :Per 
ui, osservato 
he x = ��1(x0 � a), si ha�0(x0) = �(��1(x0 � a)) :



32 Trasformazioni generali e algebra tensorialeStabilito ora di 
hiamare generi
amente x le nuove 
oordinate (inve
e della notazione pi�u 
orrettax0), abbiamo �0(x) = �(��1(x� a)) : (2.20)Per quanto riguarda un 
ampo vettoriale di 
omponenti Ai(x), dovr�a inve
e essereA0i(x0) = �ijAj(x) ;ossia A0i(x) = �ijAj(��1(x� a)) (2.21)e in modo analogo si ri
avano le leggi di trasformazione dei 
ampi tensoriali di ordine pi�u elevato.2.3.6 Il quadrigradiente e la sua legge di trasformazioneDato un 
ampo s
alare �(x), possiamo 
onsiderarne il quadrigradiente di 
omponenti 
o-varianti: �i�(x) = ��(x)�xi : (2.22)Vogliamo ora dimostrare 
he il quadrigradiente �i si trasforma 
ome un 
ampo vettoriale. In
orrispondenza di una trasformazione x0i = �ijxj + ai possiamo s
rivere�0(x0) = �(x) ;derivando allora �0(x0) e utilizzando questa relazione otteniamo:�0i�0(x0) = ��x0i �(x) = ��(x)�xj �xj�x0i = ��T ij�j�(x)= �̂ij�j�(x) :Pertanto �0i�0(x0) = �̂ji�j�(x) ; (2.23)e questa �e la legge di trasformazione del quadrigradiente.



Capitolo 3Me

ani
a relativisti
a di un puntomaterialeCi proponiamo ora di a�rontare il problema di modi�
are le leggi della me

ani
a Newto-niana per ottenere quelle in forma 
ovariante a vista della me

ani
a relativisti
a di un puntomateriale. Nel generalizzare i 
on
etti 
lassi
i di velo
it�a e di a

elerazione 
er
heremo di sod-disfare le 
ondizioni 
he, per velo
it�a pi

ole rispetto a 
, si ottengano le note espressioni nonrelativisti
he e 
he, unendo alle tre 
omponenti della velo
it�a e dell'e

elerazione generalizzateuna quarta 
omponente, si possa formare un quadrivettore.3.1 Quadrivelo
it�aConsideriamo dapprima una parti
ella 
on velo
it�a in modulo sempre minore di 
 per laquale, istante per istante, se ne pu�o 
onsiderare il sistema a riposo, 
he viene detto sistema pro-prio. Il moto di tale parti
ella pu�o essere des
ritto dalle equazioni parametri
he della traiettoriae del tempo xi = xi(�), 
io�e x = x(�) e 
t = 
t(�).In �si
a non relativistiva la velo
it�a �e de�nita 
ome v = dx=dt, ma in �si
a relativisti
anon 
onviene utilizzare tale relazione, per
h�e non si trasforma linearmente e di 
onseguenza non�e parte di un tensore. Ri
ordando inve
e 
he ds2 �e un invariante, poi
h�e dxi = xi(� + d�) �xi(�) riguarda due eventi 
he de�nis
ono posizione e tempo di una parti
ella, allora l'intervalloin�nitesimo ds2 = dxidxi �e sempre di tipo tempo, 
ome si vede subito 
al
olandolo nel sistemaa riposo della parti
ella. Quindi possiamo 
onsiderarne la radi
e quadrata e s
rivereds =pdxidxi =p
2 dt2 � dx2 = 
 dtr1� v2
2 :In parti
olare, nel sistema a riposo abbiamo ds = 
 d� . Si 
on
lude allora 
he l'ente di 
omponentidxi=ds deve essere un quadrivettore, in quanto rapporto di un quadrivettore e di un invariante.Si osservi inoltre 
he, a meno di un fattore 
, per velo
it�a pi

ole rispetto a quella della lu
e,le quantit�a dx�=ds, 
on � = 1; 2; 3, non sono altro 
he le 
omponenti dell'ordinaria velo
it�a33



34 Me

ani
a relativisti
a di un punto materialetridimensionale. Introdu
iamo pertanto il quadrivettore velo
it�a o quadrivelo
it�a, de�nito daui = dxids : (3.1)Per sottolineare il suo signi�
ato �si
o osserviamo 
he8>><>>:
u = 
 dxdt = 
v ���!�!0 0u0 = 
 
 dt
 dt = 
 :Le quattro 
omponenti della velo
it�a non sono per�o indipendenti, anzi si dimostra 
he essesoddisfano la relazione uiui = 1 ; (3.2)infatti, deve essere uiui = dxids dxids = dxidxids2 = ds2ds2 = 1 :3.2 Quadria

elerazioneDe�niamo ora il quadrivettore a

elerazione o quadria

elerazione nel modo seguente:!i = duids : (3.3)An
he per questo quadrivettore, per meglio 
apire il suo signi�
ato �si
o, osserviamo 
he8>><>>:
2! = 
2 duds = 
 ddt [
v℄ ���!�!0 dvdt = a
!0 = 
 du0ds = 
 d
dt :An
he in questo 
aso le quattro 
omponenti della quadria

elerazione non sono indipendenti,ma devono soddisfare una pre
isa limitazione: per determinare tale restrizione si deriva rispettoa ds la 
ondizione per le 
omponenti della quadrivelo
it�a uiui = 1, e si ottieneduids ui + uiduids = 0 ;e quindi !iui + ui!i = !iui + gkiukgik!k = 2!iui = 0 ;e 
io�e !iui = 0 : (3.4)In altre parole, nella metri
a pseudoeu
lidea, la quadria

elerazione risulta sempre ortogonalealla quadrivelo
it�a.



3.3 Quadrimpulso 353.3 QuadrimpulsoVogliamo ora 
ostruire un quadrivettore da asso
iare a quello 
he in �si
a 
lassi
a eral'impulso p = mv. Per fare 
i�o, fa

iamo innanzitutto un'assunzione: supponiamo 
he esistaun parametro m non nullo detto massa a riposo, 
he 
aratterizzi 
ias
una parti
ella e 
he siaun invariante relativisti
o, ossia uno s
alare. Possiamo allora de�nire il quadrimpulso 
ome ilquadrivettore 
aratterizzato dalla quaternapi = m
ui : (3.5)Per 
aratterizzare il signi�
ato �si
o di tale quadrivettore, vediamo 
ome si 
omportanto lesue 
omponenti per velo
it�a pi

ole rispetto a 
:8<:p = m
u = 
mv ���!�!0 mvp0 = m
u0 = 
m
 :Nell'approssimazione non relativisti
a le tre 
omponenti spaziali del quadrimpulso dannoproprio l'impulso tridimensionale della me

ani
a 
lassi
a. An
he per il quadrimpulso le quattro
omponenti non sono indipendenti, ma sono legate dalla seguente relazione di immediata veri�
a:pipi = m2
2 : (3.6)Espli
itando tale relazione, otteniamo p02 � jpj2 = m2
2, 
io�ep02 = m2
2 + jpj2 :Cer
hiamo ora di 
apire il signi�
ato della 
omponente temporale del quadrimpulso. Osserviamo
he 
p0 = 
m
2 ���!�!1 m
2�1 + v22
2 + : : :� = m
2 + 12mv2 + : : :Per 
ui, a meno di termini O(�2), la quantit�a 
p0 di�eris
e dall'energia 
ineti
a della parti
ellaper il termine 
ostante m
2. Conveniamo allora di 
hiamare la quantit�a E = 
p0 energia dellaparti
ella: il quadrimpulso si potr�a allora s
rivere 
omepi � E
 ;p ; i = 0; 1; 2; 3 :Si noti 
ome la relazione v=
 = p=p0 fornis
a l'usuale velo
it�a v in termini dell'impulso edell'energia relativisti
i. Poi
h�e se m 6= 0, si ha p < p0, allora la velo
it�a di una parti
ella
on massa �e sempre minore di 
. La relazione (3.6) ha senso an
he se m = 0 e in tale 
asov=
 = p=p0 = 1, per 
ui una parti
ella di massa nulla si muove sempre 
on velo
it�a in modulouguale a 
.



36 Me

ani
a relativisti
a di un punto materiale3.3.1 Osservazione: energia a riposoIn �si
a 
lassi
a, l'energia �e sempre de�nita a meno di una 
ostante additiva arbitraria.Per
h�e allora non poniamo E = 
p0�m
2, inve
e 
he E = 
p0? La risposta �e 
he dal punto di vistarelativisti
o, aggiungere e togliere una 
ostante signi�
a modi�
are le propriet�a di trasformazionedi un quadrivettore. La 
ostante E0 = m
2 �e detta energia a riposo della parti
ella.Vedremo nel seguito 
he questa s
elta non �e solo un fatto formale: negli urti ad alte energieo nei de
adimenti, 
i�o 
he si 
onserva �e l'intero quadrivettore, e in parti
olare la massa-energia,ma non la massa e l'energia separatamente.3.3.2 Osservazione: E = m
2Fa

iamo ora una 
ondiderazione sul signi�
ato 
he in 
erti testi viene dato all'equazioneE = m
2. Infatti, posto m(v) = 
m ;�e possibile s
rivere p = m(v)v ed E = m(v)
2. Sotto un 
erto punto di vista 
i�o ha signi�
ato,ma �e meglio non introdurre la quantit�a m(v), in quanto non trasformandosi linearmente, essanon ha signi�
ato �si
o rilevante.3.4 QuadriforzaConsideriamo l'equazione di NewtonF nr = dpnrdt ;dove il pedi
e nr mette in evidenza il fatto di non essere una relazione relativisti
a; essa 
isuggeris
e di s
rivere l'equazione relativisti
a del moto di una parti
ella nella formagi = dpids ; (3.7)
he 
hiaramente �e 
ovariante a vista per
h�e gi �e un quadrivettore 
he viene detto quadriforza.Considerando le 
omponenti spaziali di tale equazione e ponendog = 

F ;
on ovvie sempli�
azioni otteniamo l'equazione fondamentale della me

ani
a relativisti
a nellaforma F = dpdt = ddt [
pnr℄ ;
he, 
ome si vede, �e una modi�
a della legge non relativisti
a e 
oin
ide 
on essa per v � 
.Cer
hiamo ora di determinare il signi�
ato �si
o della 
omponente temporale della (3.7).A tale s
opo, osserviamo 
he an
he le 
omponenti del vettore non sono indipendenti infatti, dagi = m
duids = m
!i, e utilizzando !iui = 0, otteniamo:giui = 0 : (3.8)



3.4 Quadriforza 37Espli
itamente possiamo s
rivere g0u0 = g � u ;ovvero 
g0 = 
2
 dp0dt = 
2
2 F � v ;
he, 
on ovvie sempli�
azioni, diventa dEdt = F � v : (3.9)Abbiamo ottenuto quindi la legge della potenza. In altre parole, la de�nizione delle tre 
om-ponenti spaziali del quadrivettore forza fornis
e la generalizzazione della legge di Newton. Lade�nizione della quarta 
omponente fornis
e poi il teorema della potenza 
he, 
os�� 
ome inme

ani
a 
lassi
a, si pu�o riguardare 
ome 
onseguenza delle prime tre 
omponenti.



Capitolo 4Forma 
ovariante a vista delle leggidell'elettromagnetismoCi proponiamo ora di porre le equazioni fondamentali dell'elettromagnetismo in forma 
o-variante a vista mediante un pro
edimento euristi
o. I risultati sono 
omunque validi in quantoad essi si pu�o giungere an
he in forma rigorosa, 
ome vedremo nel 
apitolo introduttivo allateoria dei 
ampi.4.1 L'equazione di Lorentz e il tensore elettromagneti
oIndi
hiamo 
on F ij un tensore doppio antisimmetri
o, 
io�e tale 
he F ij = �F ji. A partireda tale tensore e dal quadrivettore ui possiamo 
ostruire per 
ontrazione il quadrivettore F ijuj.questo quadrivettore soddisfa la propriet�a 
he F ijujui = 0, il 
he �e evidente, essendo F ij untensore antisimmetri
o e ujui un tensore simmetri
o, per 
ui F ijujui = �F jiuiuj; per rendersene
onto si pu�o an
he vedere 
heF ijujui �Xij F ijujui =Xi<j F ijujui +Xi>j F ijujui=Xi<j F ijuiuj �Xi<j F jiujui = 0 ;dove si sono omessi i termini F ii in quanto tutti nulli. Allora il quadrivettore gi = kF ijuj �e unpossibile esempio di quadriforza, risultando automati
amente soddisfatta la 
ondizione giui = 0.Pertanto in questo 
aso l'equazione del moto relativisti
o �edpids = kF ijuj : (4.1)Con
entriamo
i dapprima sulle 
omponenti spaziali della pre
edente equazione quadrivettoriale:dp�ds = kF�juj ; (4.2)38



4.1 L'equazione di Lorentz e il tensore elettromagneti
o 39dove il se
ondo membro pu�o essere ris
ritto 
omekF�juj = 
kF�0 � 

 kF��v� :Qui e nel seguito, useremo la 
onvenzione di indi
are 
on le lettere gre
he gli indi
i 
he denotanole 
omponenti di un trivettore; per esempio, se identi�
hiamo le 
omponenti spaziali di unquadrivettore 
ontrovariante Ai 
on quelle di un trivettore A, avremoA0 = A0 ; A� = �A�; � = 1; 2; 3 ;e per il gradiente�0 � ��x0 = �0 � ��x0 ; �� � ��x� ; �� � ��x� = � ��x� ; � = 1; 2; 3 ;per 
ui per esso avremo �i = (�0;r) e �i = (�0;�r).Essendo F ij un quadritensore doppio antisimmetri
o, le sue 
omponenti spaziali formano untensore doppio tridimensionale antisimmetri
o rispetto alle trasformazioni puramente spaziali;le sue 
omponenti si possono esprimere mediante le 
omponenti di un vettore assiale H tridi-mensionale nel modo seguente: F�� = �"��
H
 :Ritornando allora alla (4.2), le 
omponenti F�0 di un 4-tensore doppio antisimmetri
o sipossono identi�
are, rispetto alle trasformazioni puramente spaziali, 
on le 
omponenti di unvettore tridimensionale polare E: F�0 = E� :Pertanto le 
omponenti del quadrivettore doppio antisimmetri
o F ij si potranno rappresentarenella tabella seguente, 
he in seguito vedremo essere il tensore elettromagneti
o:[F ij ℄ = 26664 0 �Ex �Ey �EzEx 0 �Hz HyEy Hz 0 �HxEz �Hy Hx 0 37775 (4.3)o, pi�u brevemente ( F ij = (E;H)Fij = (�E;H) : (4.4)Sostituendo questi risultati nell'equazione alla quale eravamo rimasti, otteniamokF�juj = 
k�E� + 1
 "��
v�H
� :Ora ri
onos
iamo 
he (v �H)� = "��
v�H
 ;e quindi kF�juj = 
k �E� + 1
 (v �H)�� :
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ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismoIn 
on
lusione possiamo s
rivere la (4.2) nel seguente modo:

 dp�dt = 
k �E� + 1
 (v �H)��per 
ui, uni�
ando tutto in notazione trivettoriale, abbiamodpdt = 
k�E + 1
v �H� :Se ora poniamo k = e=
, l'equazione pre
edente divienedpdt = eE + e
v �H ; (4.5)ma tale equazione non �e altro 
he l'equazione di Lorentz dell'elettromagnetismo, a patto diidenti�
are e, E e H rispettivamente 
on la 
ari
a, il 
ampo elettri
o e il 
ampo magneti
o. Atitolo di veri�
a, possiamo esaminare la 
omponente temporale dell'equazione quadrivettorialedalla quale eravamo partiti: dp0ds = kF 0juj :Cal
oliamo separatamente 
ias
un membro:dp0ds = 

 dE
 dt = 

2 dEdt ;kF 0juj = e
F 0�u� = e
 (�E�)�v�

= 

2 eE � v :Per 
ui uguagliandoli otteniamo dEdt = eE � v ;
he non �e altro 
he la legge della potenza per il 
ampo elettromagneti
o, diretta 
onseguenzadell'equazione di Lorentz.In 
on
lusione, abbiamo visto 
he, asso
iando al 
ampo elettromagneti
o il tensore F ij ,siamo rius
iti a porre l'equazione di Lorentz e quella della potenza in forma 
ovariante a vista.Naturalmente, per poter parlare di 
ovarianza a vista �e impli
ita la ri
hiesta 
he F ij si trasformi
ome un quadritensore 
ontrovariante doppio:F 0ij = �il�jmF lm :4.2 Trasformazioni spe
iali del 
ampo elettromagneti
oDalle propriet�a di trasformazione del tensore doppio antisimmetri
o F ij possiamo dedurrele leggi di trasformazione per i 
ampi elettri
o e magneti
o per trasformazioni di Lorentz spe
iali,
he sappiamo essere 
aratterizzate dalla seguente matri
e:[�ij ℄ = 26664 
 ��
 0 0��
 
 0 00 0 1 00 0 0 1 37775 :



4.3 Le equazioni di Maxwell 41Per 
ui, 
onsiderando 
ias
una 
omponente dei 
ampi, s
riviamo:Ex = F 10 ; E0x = F 010 = �1l�0mF lm= �1l �00F l0 +�1l �01F l1 +�1l�02F l2 +�1l �03F l3= 
�1l F l0 � �
�1l F l1 = 
�10F 00 + 
�11F 10 � �
�10F 01 � �
�11F 11= 
(��
)F 00 + 

F 10 � �
(��
)F 01 � �

F 11= 
2Ex + �2
2(�Ex) = 
2(1� �2)Ex= Ex ;Ey = F 20 ; E0y = F 020 = �2l�0mF lm = �2l�00F l0 +�2l�01F 11 = 
�2l F l0 � �
�2l F l1= 
�21F 10 + 
�22F 20 � �
�21F 11 � �
�22F 21 = 
F 20 � �
F 21= 
(Ey � �Hz) ;Ez = F 30 ; E0z = F 030 = �30�0mF lm = 
�3l F l0 � �
�3l F l1= 
F 30 � �
F 31 = 
Ez + �
Hy= 
(Ez + �Hy) :Analogamente, per le 
omponenti del 
ampo magneti
o si ha:Hx = F 32 ; H 0x = F 032 = Hx ;Hy = F 13 ; H 0y = F 013 = 
(Hy + �Ez) ;Hz = F 21 ; H 0z = 
(Hz � �Ey) :Abbiamo 
os�� ottenuto le leggi di trasformazione dei 
ampi elettri
o e magneti
o in 
or-rispondenza della trasformazione spe
iale di Lorentz delle 
oordinate spazio-temporali. Si ri-
ordi 
he le formule s
ritte sono espressioni 
on
ise: in tali equazioni i 
ampi E0 ed H 0 sonovalutati nel punto x0 = �x+ a, mentre i 
ampi E ed H sono valutati in x.4.3 Le equazioni di MaxwellCi proponiamo ora di s
rivere le equazioni di Maxwell in termini del tensore elettromagneti
oF ij , in modo da renderle 
ovarianti a vista. Nel sistema CGS, le equazioni di Maxwell si s
rivonor �H = 0r�E + 1
 �H�t = 0r �E = 4�%r�H � 1
 �E�t = 4�
 j : (4.6)Il primo gruppo �e 
ostituito da quattro equazioni (una s
alare e l'altra trivettoriale) 
heuguagliano a zero delle funzioni dei soli 
ampi elettri
o e magneti
o, determinando 
os�� le pro-priet�a intrinse
he di questi. Il se
ondo gruppo �e inve
e 
ostituito da quattro equazioni 
he
ollegano i 
ampi elettri
o e magneti
o alla densit�a di 
ari
a % e alla densit�a di 
orrente j.
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ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismoDalla dis
ussione fatta nel primo 
apitolo, 
'�e da aspettarsi 
he le equazioni di Maxwellsiano 
ovarianti, e 
io�e 
he mantengono la stessa forma in tutti i sistemi di riferimento. Perpoter dare una forma 
ovariante a vista an
he alle equazioni del se
ondo gruppo, de�niamo lagrandezza a quattro 
omponenti detta quadri
orrentej = (
%; j) :Veri�
heremo pi�u avanti 
he le ji sono le 
omponenti di un 
ampo quadrivettoriale: per ilmomento 
onsideriamo buono tale risultato. A questo punto, un modo per veri�
are la 
ovarian-za delle equazioni di Maxwell potrebbe essere quello di sostiture ai 
ampi elettri
o e magneti
ola loro espressione in termini del tensore elettromagneti
o F ij, alle densit�a di 
ari
a e di 
or-rente le 
omponenti della quadri
orrente j e manipolare le espressioni risultanti in modo daottenere equazioni in forma 
ovariante. Poi
h�e all'inizio di questo 
apitolo abbiamo premesso
he ri
averemo la forma 
ovariante delle equazioni di Maxwell 
on un pro
edimento euristi
o,ora faremo proprio il 
ontrario del metodo appena enun
iato: giungeremo al risultato in modoeuristi
o e ne veri�
heremo l'esattezza a posteriori. Le equazioni di Mawell sono otto equazioni,per 
ui 
i si pu�o aspettare 
he esse possano essere ris
ritte 
ome due equazioni quadrivettoriali.D'altronde, esse a primo membro sono lineari nelle derivate prime spazio-temporali dei 
ampielettri
o e magneti
o, 
io�e del tensore F ij. Con il tensore triplo �kFij si possono poi 
ostruire idue 
ampi quadrivettoriali �jF ij ;"ijkl�jFkl :Notiamo 
he il primo �e un 
ampo quadrivettoriale, mentre il se
ondo �e un 
ampo pseudovettorialedi prima spe
ie. Proviamo allora a s
rivere le seguenti due equazioni quadrivettoriali:"ijkl�jFkl = 0 ;�jF ij = qji ; (4.7)dove q �e una 
ostante. Ora veri�
heremo 
he se si poneq = �4�
 ;le due equazioni quadrivettoriali (4.7) non sono altro 
he le equazioni di Maxwell poste in forma
ovariante a vista. Comin
iando 
on la prima equazione, abbiamo"0jkl�jFkl = "��
��F �
 = �"��
"�
Æ��HÆ= �2��H� = �2r �H ;per 
ui "0jkl�jF kl = 0 , r �H = 0 :Per le 
omponenti spaziali di tale equazione, abbiamo:"�jkl�jFkl = "�0�
�0F�
 + 2"��
0��F
0= "��
 1
 ��t "�
ÆHÆ + 2"��
��E
= 2 �1
 �H��t + (r�E)�� ;



4.4 Il quadrivettore 
orrente e l'equazione di 
ontinuit�a 43per 
ui "�jkl�jFkl = 0 , r�E + 1
 �H�t = 0 :Per quanto riguarda la se
onda equazione, abbiamo�jF 0j = ��F 0� = ���E� = �r �E ;per 
ui, se qj0 = �4�%, abbiamo�jF 0j = qj0 , r �E = 4�% :Non rimane 
he la veri�
a per le 
omponenti spaziali della se
onda equazione:�jF�j = ��F�0 + ��F�� = 1
 �E��t � "��
��H
= �(r�H)� + 1
 �E��t ;e se qj� = �4�
 j� abbiamo�jF�j = qj� , r�H � 1
 �E�t = 4�
 j :La veri�
a ha dato quindi il risutato previsto: abbiamo s
ritto proprio le equazioni diMaxwell in forma 
ovariante a vista. Pertanto le equazioni di Maxwell soddisfano il terzoprin
ipio di relativit�a.4.4 Il quadrivettore 
orrente e l'equazione di 
ontinuit�aPer la 
ovarianza delle equazioni di Maxwell �e essenziale 
he le quantit�a ji = 
%; j sitrasformino 
ome le 
omponenti di un 
ampo quadrivettoriale, avendo assunto 
he F ik si trasfor-mi 
ome un 
ampo quadritensoriale doppio, per assi
urare la 
ovarianza a vista delle equazionidi Lorentz. Ma % e j dipedono dal sistema materiale interagente 
on il 
ampo elettromagne-ti
o. Per esempio, nel 
aso di un sistema di parti
elle 
ari
he puntiformi (in relativit�a nonha senso parlare di 
orpo rigido in quanto tale nozione presuppone la propagazione istantaneadelle interazioni), % e j dipendono dalle 
oordinate e dalla velo
it�a delle 
ari
he per le qualile leggi di trasformazione sono gi�a state de�nite. Dobbiamo pertanto veri�
are se le ji(x) sitrasformano 
ome un 
ampo quadrivettoriale, ossia 
he, per trasformazioni di Poin
ar�e delle
oordiante spazio-temporali, si ha j0i(x0) = �ikjk(x) :Una volta 
onstatato 
he le ji sono le 
omponenti di un quadrivettore, dal se
ondo gruppodelle equazioni di Maxwell in forma 
ovariante, otteniamo �jF ij = qji, e quindi�i�jF ij = q�iji :
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ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismoPoi
h�e �i�j si 
omporta 
ome un tensore doppio simmetri
o, mentre F ij �e un tensore doppioantisimmetri
o, deve poi essere �i�jF ij = 0; pertanto il quadrivettore 
orrente dovr�a soddisfarela 
ondizione �iji = 0 ; (4.8)
he viene detta equazione di 
ontinuit�a della 
orrente in forma 
ovariante a vista. Espli
itandotale equazione otteniamo �iji = �0j0 + ��j� = �%�t +r � j = 0
he, 
ome si nota fa
ilmente, �e l'equazione di 
ontinuit�a nel formalismo tridimensionale.Integrando poi entrambi i membri sul volume V ra

hiuso dalla super�
ie 
hiusa S orientataverso l'esterno, otteniamo0 = ZV ��%�t +r � j� dV = ZV �%�t dV + ZV r � j dV= ��t ZV % dV + ZS j � n dS = �Q�t +�S(t)dove Q indi
a la 
ari
a totale 
ontenuta nel volume V e �S(t) indi
a il 
usso us
ente nell'unit�adi tempo dalla super�
ie S; si ottiene quindi la legge di 
onservazione della 
ari
a:�Q�t = ��S ;
he fornis
e signi�
ato �si
o all'equazione di 
ontinuit�a. Come se
ondo punto dobbiamo alloraveri�
are 
he la nostra quadri
orrente ji soddis� l'equazione di 
ontinuit�a.4.5 Quadri
orrente di un sistema di 
ari
he puntiformiCi proponiamo ora di ri
avare espli
itamente le 
omponenti della quadri
orrente ji nel 
asodi un sistema di N 
ari
he puntiformi, in modo da vedere 
ome si trasforma e quali relazionisoddisfa.Quando si 
er
a des
rivere le densit�a di 
ari
a e di 
orrente dovute ad un sistema di N
ari
he puntiformi sorgono subito delle diÆ
olt�a. Consideriamo infatti una parti
ella di 
ari
ae1 e di 
oordinate xi1; se esistesse una funzione ordinaria %(x) 
he des
rive la densit�a di 
ari
a,essa dovrebbe godere delle seguenti propriet�a:8>>><>>>:%(x) = 0 per xi 6= xi1%(x) =1 per xi = xi1Z %(x) d3x = e1 :�E evidente 
he non esiste una funzione ordinaria dotata di queste propriet�a. Siamo pertanto
ostretti a ri
orrere alla teoria delle distrbuzioni e a des
rivere le densit�a di 
ari
a e di 
orrentetramite funzioni simboli
he.



4.5 Quadri
orrente di un sistema di 
ari
he puntiformi 45Condieriamo allora un sistema di N 
ari
he puntiformi. Conveniamo indi
are 
on xr(t)le 
oordinate spaziali dell'r-esima parti
ella all'istante t e 
on er la sua 
ari
a. Poniamo in�neÆ3(x) = Æ(x)Æ(y)Æ(z). Ri
ordiamo 
he in generale il prodotto di distribuzioni non ha senso, maqui tali distribuzioni sono relative a diverse variabili, per 
ui si tratta di una spe
ie di prodottodiretto. La densit�a di 
ari
a si pu�o allora esprimere 
ome%(x; t) = NXr=1 erÆ3(x� xr(t)) ; (4.9)detto V il volume tridimensionale �nito 
ontenente tutte le parti
elle in un intervallo di tempot, poosiamo s
rivere ZV %(x; t) d3x = NXr=1 er :Ri
ordando 
he j = %v, dall'espressione della densit�a di 
ari
a possiamo ri
avare quella delladensit�a di 
orrente: j(x; t) = NXr=1 ervrÆ3(x� xr(t)) : (4.10)Osserviamo quindi 
he la densit�a di 
ari
a e la densit�a di 
orrente dipendono sia dalle 
oordinate
he dal tempo.Abbiamo gi�a detto 
he non possiamo assumere 
he 
% e j si trasformino 
ome le 
omponentidi un quadrivettore, infatti le leggi di trasformazione delle 
oordinate delle parti
elle, da 
ui % e jdipendono, sono gi�a state date. Si tratta inve
e di esprimere ji = 
%; j in modo tale 
he si possafa
ilmente veri�
are 
he si tratta di un quadrivettore. A tale proposito poniamo
i nello spazioquadridimensionale e indi
hiamo 
on xir(�r) le equazioni parametri
he della linea di universorelativa all'r-esima parti
ella. In parti
olare, essendo il parametro �r 
ompletamente arbitrario,possiamo fare in modo 
he sia �r � x0r . Poniamo per de�nizioneji(x) � 
 NXr=1 er Z
r dxir Æ4(x� xr) ; (4.11)dove Æ4(x� xr) = Æ(x0 � x0r)Æ(x1 � x1r)Æ(x2 � x2r)Æ(x3 � x3r) :Veri�
hiamo innanzitutto 
he j0(x) = 
%(x) e 
he j�(x) = j�. Ri
ordando 
he abbiamosupposto xir = xir(x0r), possiamo s
rivereji(x) = 
 NXr=1 er Z
r dxir Æ4(x� xr)= 
 NXr=1 er Z +1�1 dx0r dxir(x0r)dx0r Æ3(x� xr(x0r))Æ(x0 � x0r)= 
 NXr=1 er dxir(x0r)dx0r Æ3(x� xr(x0r))Z +1�1 Æ(x0 � x0r) dx0r= 
 NXr=1 er dxirdx0r Æ3(x� xr(x0r)) :
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ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismoIn parti
olare abbiamo j0(x) =
 NXr=1 er dx0r(x0r)dx0r Æ3(x� xr(x0r))
 NXr=1 erÆ3(x� xr(x0r)) = 
%(x)j�(x) =
 NXr=1 er dx�r (x0r)dx0r Æ3(x� xr(x0r))NXr=1 erv�r (x0r) Æ3(x� xr(x0r)) = j�(x) :Ora possiamo �nalmente dimostrare il primo punto. Dalla teoria delle distribuzioni abbiamo
he Æ4(�x) = jDet �j�1Æ4(x) :In parti
olare, per trasformazioni proprie di Lorentz abbiamo Æ4(�x) = Æ4(x). Allora, presa lageneri
a trasformazione del gruppo di Poin
ar�e x0 = �x+ a, possiamo s
riverej0i(x) =
 NXr=1 er Z
0r Æ4(x0 � x0r) dx0ir=
 NXr=1 er Z
r Æ4(�(x� xr))�ik dxkr=�ik 
 NXr=1 er Z
r Æ4(x� xr) dxkr=�ik jk(x) ;
he �e quanto volevamo dimostrare.Passiamo ora alla veri�
a del se
ondo punto, 
io�e a vedere se �e soddisfatta l'equazione di
ontinuit�a. A tal �ne osserviamo 
he�%�t = ��t " NXr=1 erÆ3(x� xr(t))# = NXr=1 er ddtÆ3(x� xr(t))=� 3X�=1 NXr=1 er ��x�r Æ3(x� xr(t))dx�rdt = � 3X�=1 NXr=1 er ��x� Æ3(x� xr(t))v�r=�r � NXr=1 ervrÆ3(x� xr(t)) = �r � j ;da 
ui su ri
ava immediatamente l'equazione di 
ontinuit�a 
er
ata:�%�t +r � j = 0 :



4.6 Le equazioni di Maxwell in termini di quadripotenziale 474.6 Le equazioni di Maxwell in termini di quadripotenzialeRi
ordiamo il primo gruppo di equazioni di Maxwell:r �H = 0 ; r�E + 1
 �H�t = 0 ;per le propriet�a dei 
ampi vettoriali nello spazio �si
o, sappiamo 
he la prima equazione impli
a
he deve essere H =r�A :Sostituendo tale risultato nella se
onda equazione otteniamo:r�E + 1
 ��t [r�A℄ =r��E + 1
 �A�t � = 0 ;da 
ui E + 1
 �A�t = �r� ;e quindi E = �r�� 1
 �A�t :In de�nitiva, il primo gruppo di equazioni di Maxwell pu�o essere sostituito dalle equazioniH =r�A ; E = �r�� 1
 �A�t ;
he esprimono i 
ampi elettri
o e magneti
o in termini dei potenziali vettore e s
alare.Cer
hiamo ora di trasportare questo risultato nel formalismo quadridimensionale. Introdu-
iamo la seguente grandezza a quatto 
omponenti, detta quadripotenziale:Ai = �;A : (4.12)Osservando 
he (r�)� = ���, le due equazioni pre
edenti si possono quindi s
rivereH� = "��
��A
 = �"��
��A
 ;E� = ���A0 � �0A� = ��A0 � �0A� :A questo punto siamo in grado di esprimere le 
omponenti del tensore elettromagneti
o in terminidel quadripotenziale. Ri
ordando 
heF�0 = E� ; F�� = �"��
H
 ;abbiamo F�0 =E� = ��A0 � �0A� ;F�� =� "��
H
 = �"��
"
Æ"�ÆA"=(Æ�Æ Æ�" �ÆA" � Æ�" Æ�Æ �ÆA") = ��A� � ��A� :Essendo F ij un tensore antisimmetri
o, possiamo sinteti
amente s
rivereF ij = �iAj � �jAi : (4.13)In 
on
lusione, una volta de�nito il quadripotenziale (4.12), le seguenti relazioni sono equivalenti,nel senso 
he una vale se e solo se vale almeno una delle altre:
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ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismoi. "ijkl�jF kl = 0ii. r �H = 0r�E + 1
 �H�t = 0iii. H =r�AE = �r�� 1
 �A�tiv. F ij = �iAj � �jAi :La 
onseguenza pi�u importante di tutto 
i�o �e 
he l'equazione (4.13), 
he esprime il tensoreelettromagneti
o nei termini del quadripotenzale, �e equivalente al primo gruppo delle equazionidi Maxwell.Naturalmente, dobbiamo an
he assumere 
he in seguito ad una trasformazione di Poin
ar�edelle 
oordiante spazio-temporali, il quadripotenziale Ai(x) si trasformi 
ome un 
ampo quadri-vettoriale, 
io�e 
he A0i(x0) = �ijAj(x) ; (4.14)ma 
i�o �e perfettamente equivalente al ri
hiedere 
he F ij si trasformi 
ome un tensore doppioantisimmetri
o: F 0ij(x0) = �il�jmF lm(x) : (4.15)Pertanto possiamo dimenti
ar
i del primo gruppo di equazioni di Maxwell non appena pensiamoil tensore elettromagneti
o espresso in termini del quadripotenziale.L'equivalenza dell'equazioni F ij = �iAj � �jAi e dell'equazione "ijkl�jFkl = 0 si potevadimostrare an
he per via diretta, infatti Fij = �iAj � �jAi impli
a"ijkl�j(�kAl � �lAk) = 2"ijkl�j�kAl = 0 :Il vi
eversa �e inve
e una diretta 
onseguenza del teorema di Stokes appli
ato questa volta aiquadrivettori.



4.7 L'invarianza di gauge 494.7 L'invarianza di gaugeNel pre
edente paragrafo abbiamo dimostrato l'equivalenza delle equazioni F ij = �iAj ��jAi e "ijkl�jFkl = 0. Osserviamo poi 
he quando vengono dati i potenziali, risultano univo-
amente determinati i 
ampi e quindi il tensore elettromagneti
o. Il vi
eversa non �e per�o vero.Infatti, sia F ij = �iAj � �jAi e poniamoÂi(x) = Ai(x) + �if(x) ;dove f(x) �e un arbitrario 
ampo s
alare. Abbiamo alloraF̂ ij =�iÂj � �jÂi=�iAj + �i�jf � �jAi � �j�if=�iAj � �jAi = Fij :Possiamo dunque a�ermare 
he le equazioni dell'elettromagnetismo sono invarianti se sui poten-ziali eseguiamo la trasformazione di gaugêAi = Ai + �jf : (4.16)Questa propriet�a dei 
ampi �e detta invarianza di gauge. L'indeterminazione ora evidenziatanella s
elta dei potenziali 
onsente sempre di s
eglierli in modo tale da soddisfare una 
ondizionearbitraria supplementare determinata da ragioni di 
omodit�a.Una parti
olare 
ondizione di gauge pu�o essere Â0 = 0; un'altra, detta gauge di Coulomb �er �A = 0. Si osservi 
he entrambe queste gauge rompono la 
ovarianza. Una gauge 
ovariantea vista �e inve
e la gauge di Lorentz 
he �e data da�iÂi = 0 : (4.17)Veri�
hiamo per esempio 
he �e sempre possibile imporre la (4.17): dalla trasformazione digauge (4.16) si ha �iÂi = �iAi + �i�if = �iAi +2f ;dove 2 � 1
2 �2�t2 �r2�e l'operatore di D'alambert. Basta allora s
egliere f tale 
he2f = ��iAiper ottenere la (4.17).4.8 Se
onda forma del primo gruppo di equazioni di MaxwellIn termini del tensore elettromagneti
o, il primo gruppo delle equazioni di Maxwell �e statos
ritto 
ome "ijkl�jFkl = 0 :
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ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismoOra dimostriamo 
he tale s
rittura �e equivalente alla seguente:�lFik + �jFkl + �kFlj = 0 :Sia allora �lFjk + �jFkl + �kFlj = 0; si ha0 = "ijkl(�lFjk + �jFkl + �kFlj)= "ijkl�lFjk + "ijkl�jFkl + "ijkl�kFlj= 3eijkl�jFkl :Sia "ijkl�jFkl = 0, per 
ui "irst"ijkl�jFkl = 0da 
ui, ri
ordando 
he"irst"ijkl = � ������� Æjr Æjs ÆjtÆkr Æks ÆktÆlr Æls Ælt ������� = �Æjr(Æks Ælt � ÆlsÆkt ) + Æjs(Ækr Ælt � ÆlÆrÆkt )� Æjt (Ækr Æls � ÆlrÆks ) ;possiamo s
rivere �rFts + �sFrt + �tFsr � �rFst � �sFtr � �tFrs = 0
io�e, per l'antisimmetria del tensore elettromagneti
o,�lFjk + �jFkl + �kFlj = 0 :4.9 Invarianti del 
ampo elettromagneti
oPartendo dal tensore doppio antisimmetri
o F ij �e possibile 
ostruire al
une quantit�a inva-rianti per trasformazioni proprie di Poin
ar�e. Consideriamo ad esempio le seguenti quantit�a:F ijFij ; "ijklFijF kl ;si vede subito 
he la prima di esse �e uno s
alare, mentre la se
onda �e uno pseudos
alare diprima spe
ie. Ora 
er
heremo di esprimere questi due invarianti in termini dei 
ampi elettri
oe magneti
o. Se F ij �e il tensore elettromagneti
o, per il primo invariante si haF ijFij = 2F 0�F0� + F��F��= �2F 0�F 0� + "��
H
"��ÆHÆ= 2(H2 �E2) ;e quindi risulta 
he la quantit�a H2 �E2 �e un invariante s
alare. Per la se
onda quantit�a si ha:"ijklFijFkl = 4"0��
F0�F�
 = �4"��
E�"�
ÆHÆ= �8E�H� = �8E �H ;per 
ui E �H �e un invariante pseudovettoriale per
h�e 
amia segno per una ri
essione degli assispaziali.



Capitolo 5Prin
ipi di 
onservazione del 
ampoelettromagneti
oIn questo 
apitolo vedremo i vari prin
ipi di 
ondervazione per un sistema di N 
ari
hepuntiformi immerse in un 
ampo elettromagneti
o.5.1 Bilan
io energeti
o nel formalismo tridimensionaleConsideriamo le seguenti due equazioni di Maxwellr�H � 1
 �E�t = 4�
 j ; r�E + 1
 �H�t = 0 :Moltipli
ando s
alarmente entrambi i membri della prima equazione perE ed entrambi i membridella se
onda per H otteniamoE ��r�H � 1
 �E�t � = 4�
 j �E ; H � �r�E + 1
 �E�t � = 0da 
ui, sottraendo membro a membro la prima equazione dalla se
onda, otteniamo1
H � �H�t + 1
E � �E�t +H �r�E �E �r�H = �4�
 j �E :Utilizzando la relazione generaleB �r�A�A �r�B =r �B �A ;possiamo s
rivere 12
 ��t [E2 +H2℄ +r �E �H = �4�
 j �E ;e 
io�e 18� ��t [E2 +H2℄ + 
4�r �E �H = �j �E :Ponendo ora w = 18� (E2 +H2) ; (5.1)51



52 Prin
ipi di 
onservazione del 
ampo elettromagneti
odetta densit�a di energia, e s = 
4�E �H ; (5.2)detto vettore di Poynting , la pre
edente relazione diventa�w�t +r � s = �j �E (5.3)
he, 
ome vedremo in seguito, rappresenta il bilan
io energeti
o.Per meglio 
omprendere il signi�
ato �si
o dell'equazione (5.3), 
onsideriamola dapprimanel 
aso sempli
e in 
ui non 
i sono 
ari
he: otteniamo la seguente equazione di 
ontinuit�a:�w�t +r � s = 0 : (5.4)Consideriamo ora un volume tridimensionale 
 ra

hiuso dalla super�
ie 
husa �, e poniamoper de�nizione W = Z
w d
 :Integrando allora sul volume 
 entrambi i membri dell'equazione e ri
ordando il teorema diGauss, otteniamo 0 = Z
 �w�t d
 + Z
r � s d
 = ��t Z
w d
+ Z� s � n d�= �W�t +��(t) :Abbiamo 
io�e un'equazione di 
ontinuit�a in forma integrale:�W�t +�� = 0 ; (5.5)dove W si pu�o pensare 
ome l'energia totale ra

hiusa nel volume 
 e �� rappresenta il 
ussodi energia us
ente nell'unit�a di tempo dalla super�
ie �.Prendiamo ora in 
onsiderazione an
he il 
aso pi�u 
ompli
ato in 
ui siano presenti N 
ari
hepuntiformi. Abbiamo gi�a visto 
he in tal 
aso la densit�a di 
orrente �e espressa daj = NXr=1 ervrÆ3(x� xr) :Pertanto possiamo s
rivere �j �E = � NXr=1 ervr �EÆ3(x� xr) (5.6)da 
ui, ri
ordando la legge della potenza �E�t = eE � v ;



5.2 Il tensore energia-impulso e la 
onservazione dell'impulso 53ed integrando la (5.6) su un volume 
 
ontenente tutte le 
ari
he, otteniamo�Z
 j �E d
 = � NXr=1 ervr � Z
 d3xE(x) Æ3(x� xr)= � NXr=1 ervr �E(xr; t) = � NXr=1 dErdt :Possiamo quindi s
rivere la seguente equazione in forma integrale:�W�t + NXr=1 dEdt = ��r : (5.7)In 
on
lusione, ha senso interpretare W 
ome l'energia del 
ampo elettromagneti
o nelvolume 
 e w 
ome la densit�a di energia. L'equazione (5.7) rappresenta quindi in forma integralel'equazione di 
ontinuit�a dell'energia per un sistema di N 
ari
he puntiformi interagenti 
on il
ampo elettromagneti
o, e 
i fornis
e nel 
ontempo il bilan
io energeti
o per tale sistema. Inmodo simile �e possibile ri
avare la legge di 
onservazione dell'impulso.5.2 Il tensore energia-impulso e la 
onservazione dell'impulsoOra 
i proponiamo di trovare in modo analogo delle equazioni di 
ontinuit�a partendo dalleequazioni di Maxwell in forma 
ovariante a vista. Cos�� fa
endo otterremo nello stesso temponon solo il bilan
io energeti
o, ma an
he il bilan
io dell'intero quadrivettore energia-impulso del
ampo elettromagneti
o.Ri
ordiamo allora 
ome si s
rivono le equazioni di Maxwell in forma 
ovariante a vista:�lFjk + �jFkl + �kFjl = 0 ; �jF ij = �4�
 ji :Dal se
ondo gruppo di equazioni ri
aviamo�4�
 F kiji = F ki�jF ij
he, in base alla regola di derivazione per parti possiamo ris
rivere 
ome�4�
 F kiji = �j[F kiF ij ℄� (�jF ki)F ij :Essendo poi (�jF ki)F ij = ghk(�jFhi)F ij , abbiamo�4�
 F kiji = �j [F kiF ij℄� ghk(�jFhi)F ij :Osserviamo ora 
he, tenendo 
onto dell'antisimmetria di Fhi (
he 
omporta le uguaglianze(�jFki)F ij = (�iFkj)F ji = �(�iFkj)F ij) e del primo gruppo delle equazioni di Maxwell, pos-siamo s
rivere:(�jFhi)F ij = 12(�jFhi)F ij + 12(�iFhj)F ji = 12(�jFhi)F ij � 12(�iFhj)F ij= 12(�jFhi � �iFhj)F ij = 12(�jFhi + �iFjh)F ij= �12(�hFij)F ij = �14�h[FijF ij℄ :
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oPertanto sar�a �4�
 F kiji = �j [F kiF ij ℄ + 14�h[ghkFijF ij ℄= �h �F kiF ih + 14ghkFijF ij� :Poniamo ora T hk = 14� �F ihF ki + 14ghkFijF ij� ; (5.8)
he si vede subito essere un tensore doppio simmetri
o e viene detto tensore energia-impulso del
ampo elettromagneti
o. Sostituendolo nell'espressione alla quale eravamo rimasti abbiamo:�hT hk = 1
 jiF ik : (5.9)Siamo pertanto rius
iti a dedurre dalle equazioni di Maxwell in forma 
ovariante un'e-quazione quadrivettoriale 
he, 
ome vedremo in seguito, 
i fornis
e i bilan
i dell'energia e del-l'impulso spaziale. Esprimiamo ora le 
omponenti del tensore energia-impulso mediante i 
ampielettri
o e magneti
o: per la 
omponente T 00 abbiamoT 00 = 14� �F i0F 0i + 14g00FijF ji� = 14� �E2 + 142(H2 �E2)�= 18� [2E2 +H2 �E2℄ = 18� (E2 +H2)= w ;dove w �e la densit�a di energia; per la 
omponenti T 0� si ha
T 0� = 
T�0 = 
4� [F i0F�i℄ = � 
4�F �0F��= 
4�"��
E�H
 = 
4� (E �H)�= s� ;dove s �e il vettore di Poynting. Abbiamo poiT�� = 14� �F i�F �i + 14g��(F iFij)�= � 14� �E�E� +H�H� � 12g��(E2 �H2)� ;
he viene detto tensore degli sforzi di Maxwell .Cer
hiamo ora di espli
itare il se
ondo membro dell'equazione (5.9) nel 
aso di un sistemadi N 
ari
he puntiformi. Abbiamoji = 
 NXr=1 er Z
r dxri Æ4(x� xr)= 
 NXr=1 er Z
r Æ4(x� xr)uri dsr ;
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a l'i-esima 
oordinata dell'r-esima parti
ella e uri l'i-esima 
omponente dellavelo
it�a dell'r-esima parti
ella; per 
ui abbiamo1
 ji(x)F ik(x) = F ik(x) NXr=1 er Z
r Æ4(x� xr)uri dsr= NXr=1 er Z
r Æ4(x� xr)uriF ik(xr) dsr ;dove l'ultimo passaggio �e reso possibile dalle propriet�a di Æ4(x� xr).Ri
ordando l'equazione di Lorentz possiamo s
rivereuriF ik(xr) = � 
er dpkrdsr ;e quindi 1
 jiF ik = �
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dpkrdsr dsr :Pertanto nel nostro 
aso l'equazione (5.9) si potr�a porre nella forma seguente:�hT hk + 
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dpkrdsr dsr = 0 : (5.10)Questa equazione pu�o essere poi ris
ritta in forma pi�u elegante, dopo aver osservato 
he, medianteun'integrazione per parti, si haZ
r Æ4(x� xr)drkrdsr dsr = [Æ4(x� xr)pkr ℄brar � Z
r pkr ddsr Æ4(x� xr) dsr ;poi
h�e si pu�o 
onsiderare 
he gli estremi ar e br della linea di universo 
r siano a t =1, a 
ausadi Æ4(x� xr)il primo termine a se
ondo membro �e nullo per ogni x �nito. D'altra partepkr ddsr Æ4(x� xr) = pkr ��xhr Æ4(x� xr)dxhrdsr = � ��xhr Æ4(x� xr)pkruhr= ��h �Æ4(x� xr) 1mr
pkrphr� ;e quindi, posto per l'r-esima parti
ellaT hk(r) = Z
r dsr Æ4(x� xr)phr 1mr pkr ;abbiamo 
he la (5.9) �e equivalente alla seguente equazione di 
ontinuit�a:�h "T hk + NXr=1 �hk(r)# = 0 : (5.11)
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oPer evidenziare il signi�
ato �si
o di tale equazione, ri
ordiamo la (5.10) e sostituiamo alparametro dsr il parametro dx0r per ottenere
 NXr=1 Z Æ4(x� xr)dpkr
 dt dx0r = � NXr=1 Æ3(x� xr)dpkrdt ;e quindi possiamo s
rivere la (5.10) nella forma�hT hk + NXr=1 Æ3(x� xr)dpkrdt = 0 ;oppure nella forma �0T 0 + ��T�k + NXr=1 Æ3(x� xr)dpkrdt = 0 :Da questa equazione possiamo �nalmente ottenere il bilan
io del quadrimpulso integrandola suun 
erto volume 
 ra

hiuso dalla super�
ie 
hiusa �:1
 ��t Z
 d3xT 0k + MXr=1 dpkrdt = �Z� n�T�k d� ; (5.12)dove M �e il numero di parti
elle ra

hiuse nel volume V ed n �e la normale esterna di S. Perk = 0 otteniamo il bilan
io energeti
o, mentre per k = � otteniamo il bilan
io dell'impulsospaziale.L'equazione (5.12), per�o, non ha 
arattere quadrivettoriale in quanto in essa 
ompare ilvolume 
. Consideriamo allora il 
aso in 
ui 
 
oin
ide 
on tutto lo spazio, per 
ui � pu�o esserepensata all'in�nito; �e ragionevole supporre 
he le 
omponenti del tensore energia-impulso sianonulle all'in�nito e quindi, posto P k = 1
 Z d3xT 0k ;possiamo s
rivere la segente equazioneddtP k + ddt NXr=1 pkr = 0 ;
io�e P k + NXr=1 pkr = 
ost :Abbiamo 
os�� ottenuto la legge di 
onservazione del quadrimpulso totale del 
ampo elettromag-neti
o e delle parti
elle.Con
ludiamo 
on un'osservazione sul 
al
olo 
he abbiamo svolto. Nell'ultima parte delnostro ragionamento abbiamo posto uguale a zero un integrale sulla super�
ie dello spazio al-l'in�nito. Lo stato iniziale di un sistema �si
o 
ome il nostro �e dato dalle 
oordinate, dagliimpulsi iniziali delle parti
elle e dai 
ampi iniziali. �E allora logi
o pensare 
he inizialmente i
ampi siano diversi da zero solo in una regione �nita dello spazio. Ma allora, poi
h�e la velo
it�adi propagazione delle interazioni �e �nita, per ogni tempo �nito i 
ampi saranno sempre nulliall'in�nito e 
i�o giusti�
a i nostri 
al
oli.



5.3 Conservazione del momento angolare 575.3 Conservazione del momento angolareTorniamo an
ora all'equazione (5.9), 
he qui ri
ordiamo:�hT hk = �1
 jiF ki ;e 
he per il nostro sistema si pu�o s
rivereRk � �hT hk + 
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dpkrdsr dsr = 0 :Ora 
er
heremo di ri
avare da questa equazione un altro prin
ipio di 
onservazione, quellorelativo al momento angolare. Dall'equazione pre
edente Rk = 0 si dedu
e immediatamente leseguente: xiRk � xkRi = 0 ;
io�e 0 =xi�hT hk � xk�hT hi + xi
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dpkrdsr dsr �� xk
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dpirdsr dsr :Valutiamo ora i singoli termini di questa equazione:xi�hT hk = �h[xiT hk℄� T ik ;xk�hT hi = �h[xkT hi℄� T ki ;e quindi xi�hT hk � xk�hT hi = �h[xiT hk � xkT hi℄ :Inoltre abbiamoxiÆ4(x� xr)dpkrdsr = xir dpkrdsr Æ4(x� xr) = Æ4(x� xr)� ddsr [xirpkr ℄� uirukrmr
�e, analogamente xkÆ4(x� xr)dpirdsr = Æ4(x� xr)� ddsr [xkrpir℄� ukruirmr
� ;per 
ui
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr) �xidpkrdsr � xk dpirdsr � dsr = NXr=1 Z
r Æ4(x� xr) ddsr hxirpkr � xkrpiri dsr :In de�nitiva, abbiamo:�h[xiT hk � xkT hi℄ + 
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr) ddsr [xirpkr � xkrpir℄ dsr = 0 :
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oPosto allora Mhik = xiT hk � xkT hi ;Likr = xirpkr � xkrpir ;possiamo s
rivere �hMhik + 
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dLikrdsr dsr = 0 :L'esperienza a
quisita dis
utendo la 
onservazione del quadrimpulso 
i fa prevedere 
hean
he in questo 
aso vi siano delle quantit�a 
onservate. Passando dal parametro dsr a quellodx0r , il se
ondo addendo diventa
 NXr=1 Z
r Æ4(x� xr)dLikrdsr dsr = 
 NXr=1 Z
r Æ3(x� xr)Æ(x0 � x0r)dLikr
 dtr dx0r= NXr=1 Æ3(x� xr)dLikrdt :Per 
ui, l'equazione diventa�0M0ik + ��M�ik + NXr=1 Æ3(x� xr)dLikrdt = 0 :Integrando allora su tutto lo spazio, 
on un ragionamento analogo a quello utilizzato per ilquadrimpulso, otteniamo: 1
 ddt Z M0ik d3x+ NXr=1 dLikrdt = 0 :Posto ora Lik = 1
 Z M0ik d3x ;otteniamo ddtLik + ddt NXr=1 Likr = 0 ;
io�e Lik + NXr=1 Likr = 
ost : (5.13)Abbiamo allora sei quantit�a 
onservate. In totale, dall'equazione fondamentale �hT hk =1
 jiF ik, siamo rius
iti a dedurre die
i prin
ipi di 
onservazione. Ora non resta 
he esaminare ilsigni�
ato �si
o di queste ultime sei quantit�a 
onservate. �E evidente 
he, ponendo i = � e k = �otteniamo il prin
ipio di 
onservazione della 
omponente 
 del momento angolare totale, 
io�edel 
ampo e delle parti
elle.Pi�u 
ompli
ato �e determinare il signi�
ato �si
o delle tre quantit�a 
onservate 
orrispondetiad i = 0 e k = �, 
he 
hiameremo spinta o boost . In questo 
aso, tralas
iando, per sempli�
arele 
ose, la parte dovuta al 
ampo, otteniamoNXr=1 L0�r = NX1=r(x0rp�r � x�r p0r) = 
ost :



5.3 Conservazione del momento angolare 59Poniamo
i ora in un sistema di riferimento in 
ui x0r = 
t. Otteniamo
t NXr=1 p�r � NXr=1 x�r Er
 = 
ost ;per 
ui, posto E = NXr=1 Er ; p = NXr=1 pr ;abbiamo t
2pE = PNr=1 ErxrPNr=1 Er = 
ost :Osserviamo poi 
he il rapporto tra p ed E=
2 ha le dimensioni di una velo
it�a per 
ui, ponendovCM = 
2pE ; xCM = PNr=1 ErxrPNr=1 Er ;ad indi
are rispettivamente la velo
it�a e la posizione del bari
entro, otteniamo:xCM = vCM t+ 
ost ; (5.14)
he esprime il teorema del bari
entro.Ossrviamo 
he per velo
it�a pi

ole rispetto a quella della lu
e, quando le energie Er tendonoad m
2, otteniamo l'usuale de�nizione di bari
entro. Notiamo poi 
he le 
omponenti di xCM non
ostituis
ono le 
omponenti di un quadrivettore e non si trasformano 
ome le 
oordinate di unpunto per trasformazioni di Poin
ar�e. In altri termini, il bari
entro di un sistema di parti
elle �erappresentato da punti diversi in diversi sistemi di riferimento.In de�nitiva, dalle leggi dell'elettromagnetismo siamo rius
iti ad estrarre die
i quantit�a
onservate. Ma il numero di parametri 
he 
aratterizzano una trasformazione di Poin
ar�e �eproprio die
i: in un prossimo 
apitolo vedremo quale legame 
'�e tra questi due fatti.



Capitolo 6Elementi di teoria dei 
ampi
6.1 L'azione e il prin
ipio di minima azioneIn questa parte del 
orso 
er
heremo di ottenere nuovamente le equazioni del moto, e 
io�ele equazioni di Lorentz e di Maxwell, e le leggi di 
onservazione per un sistema relativisti
o diparti
elle puntiformi 
ari
he e di 
ampi elettromagneti
i, utilizzando per�o i metodi lagrangiani.L'appro

io lagrangiano o hamiltoniano, 
ome si sa si passa da uno all'altro mediante unatrasformata di Legendre, �e vantaggioso per almeno due motivi. Innanzitutto per la sua eleganzaformale e l'e
onomia di pensiero 
he realizza: in questi formalismi, infatti, un sistema �si
o �e
ompletamente individuato dal punto di vista dinami
o dando un'uni
a funzione delle variabilidinami
he del sistema, detta lagrangiana o hamiltoniana a se
onda dell'ambito nel quale 
i sitrova. Equivalentemente, si pu�o dire 
he l'azione 
he si ottiene dalla lagrangiana o dall'hamilto-niana �e un funzionale delle variabili dinami
he del sistema. Data l'azione, si possono poi ottenerele equazioni del moto mediante il prin
ipio di minima azione e i teoremi di 
onservazione me-diante il teorema di Noether. Considerazioni di 
arattere generale limitano drasti
amente laforma dell'azione e spesso permettono di individuarla 
ompletamente. Ci�o �e tanto pi�u vero peri sistemi relativisti
i isolati: essi infatti devono soddisfare il prin
ipio di relativit�a di Einstein,
io�e le loro equazioni del moto devono esse 
ovarianti a vista. Vedremo 
he equazioni del moto
ovarianti a vista si ottengono automati
amente se l'azione �e un invariante relativisti
o, 
io�e unquadris
alare.Noi dunque ri
hiederemo 
he per i sistemi �si
i 
he in
ontreremo l'azione sia uno s
alare.Ci�o non baster�a a determinare univo
amente l'azione, ma 
i guider�a nella s
elta di essa e, 
onl'aggiunta di ulteriori requisiti di 
arattere generale, 
i permetter�a di ottenerla in modo euristi
o.Va an
he detto 
he per un sistema relativisti
o l'appro

io lagrangiano �e preferibile a quellohamiltoniano per
h�e l'azione �e uno s
alare, mentre l'hamiltoniano no. Il se
ondo vantaggio dellos
hema lagrangiano o hamiltoniano �e 
he esso 
i permette di 
apire una profonda 
onnessioneesistente tra i prin
ipi di simmetria e le leggi di 
onservazione.Nel pre
edente 
apitolo abbiamo visto 
ome dalle equazioni dell'elettromagnetismo, quelledi Maxwell e di Lorentz, sia possibile dedurre die
i prin
ipi di 
onservazione. Ri
ordiamo poi
he an
he le trasformazioni del gruppo di Poin
ar�e sono 
aratterizzate da die
i parametri in-dipendenti. Questo fatto non �e 
asuale: ai quattro parametri 
he des
rivono le traslazioni nello60
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orrispondono le quattro quantit�a 
he 
aratterizzano il quadrimpulso totale.Ai sei parametri 
he 
aratterizzano le rotazioni dello spazio quadridimensionale pseudoeu
lideo
orrispondono le sei quantit�a 
he 
aratterizzano il tensore antisimmetri
o del momento an-golare totale. C'�e dunque una profonda 
onnessione tra i prin
ipi di simmetria e le leggi di
onservazione. �E diÆ
ile dare una spiegazione intuitiva di 
i�o ma, 
ome vedremo tra breve, la
onnessione diviene evidente se il sistema viene des
ritto da un hamiltoniano o da un lagrangiano.Prima di 
on
ludere questa introduzione, 
onsideriamo un altro punto importante. Abbia-mo gi�a detto 
he in relativit�a non esistono 
orpi rigidi ma solo parti
elle puntiformi e 
ampi.Osserviamo ora 
he le 
omponenti gi della quadriforza 
he agis
e su una parti
ella puntiformenon possono dipendere, nell'ambito della teoria della relativit�a, dalla distanza tra la parti
ellae le altre 
on 
ui interagis
e (azione a distanza) per
h�e le interazioni non possono propagarsi avelo
it�a in�nita. La quadriforza deve inve
e dipendere dal valore di un 
ampo 
reato dalle altreparti
elle nel punto dello spazio-tempo in 
ui si trova la parti
ella in esame (azione a 
ontatto).In �si
a non relativisti
a il 
on
etto di 
ampo �e utile, in relativit�a �e essenziale. In relativit�a i
ampi sono delle variabili dinami
he 
ome le 
oordinate delle parti
elle puntiformi, e un sistema�si
o relativisti
o (ad e

ezione del 
aso banale delle parti
elle libere) �e sempre des
ritto, nonda una lagrangiana ad un numero �nito di gradi di libert�a, ma da una teoria lagrangiana di
ampo, eventualmente in interazione 
on un sistema lagrangiano ad N gradi di libert�a.Come vederemo, le teorie lagrangiane di 
ampo 
orrispondono a sistemi lagrangiani 
onin�niti gradi di libert�a. Premettiamo poi 
he le teorie lagrangiane di 
ampo sono parti
olarmenteadatte ad essere des
ritte in un formalismo 
ovariante a vista.Nel trattere i sistemi 
ostituiti da 
ari
he puntiformi e 
ampi elettromagneti
i, pro
edere-mo dapprima determinando l'espressione dell'azione, poi determinando le equazioni del moto ein�ne, utilizzando il teorema di Noether, determinando le quantit�a 
onservate. Tuttavia, primadi sviluppare tale programma, faremo una premessa per ri
ordare in 
he 
osa 
onsiste il prin
i-pio di minima azione, sia per un sistema lagrangiano ad N gradi di libert�a 
he per un sistemalagrangiano di 
ampi.6.1.1 Sistemi 
onservativi ad N gradi di libert�aConsideriamo ora un sistema �si
o ad N gradi di libert�a: il suo stato dinami
o sar�a des
rittoin funzione del tempo dalle 2N quantit�a qr(t); _qr(t), 
on r = 1; : : : ; N . Supponiamo 
he il sistemasia individuato da una 
erta funzione L(qr; _qr) (eventualmente indipendente dal tempo), dettalagrangiana, nel senso 
he i moti dinami
amente possibili per esso siano quelli soddisfa
enti alleseguenti equazioni di Lagrangeddt �L� _qr � �L�qr = 0 ; r = 1; : : : ; N : (6.1)Consideriamo ora due diverse 
on�gurazioni assunte dal sistema negli istanti t1 e t2:qr1 = qr(t1) ; qr2 = qr(t2) :Una qualsiasi N -pla di funzioni qr(t) soddisfa
enti queste 
ondizioni agli estremi rappresenta unmoto 
inemati
amente possibile per il sistema nell'intervallo (t1; t2) e individua una traiettoria di
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ampiestremi qr(t1) e qr(t2) nello spazio delle 
on�gurazioni ad N dimensioni. Nelle nostre trattazionisupporremo poi 
he le traiettorie siano dotate di suÆ
ienti propriet�a di regolarit�a da 
onsentiretutte le operazioni 
he e�ettueremo.Se 
onsideriamo il seguente funzionale della traiettoria 
he viene detto azione:I[qr℄ = Z t2t1 L[qr(t); _qr(t)℄ dt : (6.2)allora vale il seguente prin
ipio di minima azione (o di Hamilton o variazionale):Teorema 6.1 (prin
ipio di minima azione). Tra tutte la traiettorie possibili e sin
rone sod-disfa
enti delle 
ondizioni agli estremi date, quella e�ettivamente realizzata �e quella 
he rendeminima (o almeno stazionaria) l'azione.In altre parole, posto q0r(t) = qr(t) + Æqr(t), 
on Æqr(t1) = Æqr(t2) = 0, si deve avereÆI = I[q0r℄� I[qr℄ = 0 :�E immediato mostrare l'equivalenza tra le equazioni di Lagrange e il prin
ipio di minimaazione, infatti ÆI = 0 , Æ Z t2t1 Ldt = Z t2t1 ÆL dt = 0 ;dove ÆL = NXr=1� �L�qr Æqr + �L� _qr ddtÆqr� = NXr=1� �L�qr Æqr + ddt � �L� _qr Æqr�� ddt �L� _q2 Æqr� ;per 
ui abbiamo ÆI = Z t2t1 dt NXr=1� �L�qr � ddt �L� _qr� Æqr + " NXr=1 �L� _qr Æqr#t2t1 ;ed essendo Æqr(t1) = Æqr(t2) = 0, l'ultimo termine a se
ondo membro �e nullo e quindiÆI = 0 , ddt �L� _qr � �L�qr = 0 ; r = 1; : : : N :Osserviamo 
he nel supporre t = 0 e nello s
ambiare il segno di variazione 
on quello diintegrale, abbiamo tenuto presente 
he il prin
ipio da noi enun
iato si riferis
e a variazioni 
herispettano gli estremi e sin
rone nello stesso tempo.Notiamo poi 
he nel prin
ipio di minima azione non �e essenziale 
he il parametro rispettoal quale si integra per ottenere l'azione e rispetto al quale si fanno le variazioni sin
rone sia iltempo, si pu�o infatti utilizzare una qualsiasi funzione monotona di t.
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ipio di minima azione 636.1.2 Il prin
ipio di minima azione per i 
ampiIl prin
ipio di minima azione si pu�o estendere ad un sistema di 
ampi, pensando un 
ampo
ome un sistema 
ontinuo ad in�niti gradi di libert�a:�r(x; t) = �r;x(t) ; r = 1; : : : ; N ;i 
ampi si presentano allora 
ome dei sistemi ad N � 13 gradi di libert�a.Per i sistemi relativisti
i �e in prati
a indispensabile, 
ome abbiamo visto, 
he le interazionisiano azioni a 
ontatto, ed �e per questo motivo 
he ri
hiederemo 
he la lagrangiana sia unafunzione lo
ale dei 
ampi. Ci�o signi�
a 
he dovr�a dipendere dai prodotti dei 
ampi e delle loroderivate spazio-temporali di ordine �nito presi nello stesso punto dello spazio-tempo. Quindi,utilizzando la notazione 
ovariante�i � 1
 ��t ;r ; i = 0; 1; 2; 3 ;la lagrangiana L potr�a essere pensata 
ome un integrale su tutto lo spazio tridimensionale dellafunzione L = L(�r(x; t); �i�r(x; t)) ;detta densit�a di lagrangiana; avremo alloraL = Z L d3x :L'azione pertanto assumer�a la formaI = Z t2t1 Ldt = 1
 Z x02x01 Z L(�r(x; t); �i�r(x; t)) d4x ; (6.3)e in tal modo potremo estendere an
he ai 
ampi il prin
ipio di minima azione 
onsiderando, alposto delle traiettorie ad estremi �ssi qr(t), i 
ampi �r(x; t) a estremi �ssi. Analogamente aquanto visto nel 
aso di N gradi di libert�a, dal prin
ipio di minima azione per i 
ampi possiamodedurre le seguenti le seguenti equazioni di Eulero-Lagrange:�L��r(x) � �i �L�(�i�r(x)) = 0 : (6.4)Dimostriamo 
he queste sono proprio il 
orrispondente per i 
ampi delle equazioni di Lagrangeper un sistema ad N gradi di libert�a: la variazione dell'azione (6.3) �eÆI = 1
 Æ Z x02x01 Z L d4x = 1
 Z x02x01 Z ÆL d4x ;dove ÆL = �L�� Æ�r + �L�(�i�r) Æ(�i�r)= �L��r Æ�r + �L�(�i�r) �iÆ�r= � �L��r � �i �L�(�i�r)� Æ�r + �i � �L�(�i�r) Æ�r� : (6.5)
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ampiallora possiamo s
rivereÆI = 1
 Z x02x01 Z � �L��r � �i �L�(�i�r)� Æ�r d4x+ 1
 Z x02x01 Z �i � �L�(�i�r) Æ�� d4x : (6.6)A questo punto non �e diÆ
ile dimostrare 
he il se
ondo addendo �e identi
amente nullo. Peril teorema di Gauss a quattro dimensioni, infatti, l'integrale 
he vi 
ompare non �e altro 
hel'integrale del quadrivettore �L�(�j�r) Æ�r esteso all'ipersuper�
ie delimitata dai due iperpiani diequazione x0 = 
t1 e x0 = 
t2. Per il tipo di variazione da noi 
onsiderata, per�o, sui due iperpianirisulta Æ�r = 0. Inoltre all'in�nito spaziale i 
ampi sono nulli.In de�nitiva, abbiamoÆI = 1
 Z x02x01 Z � �L��r � �i �L�(�i�r)� Æ�r d4x : (6.7)Pertanto, per l'arbitrariet�a di Æ�r tra i due iperpiani, la 
ondizione ÆI = 0 per ogni variazionenulla agli estremi risulta equivalente alla seguente:�L��r(x) � �i �L�(�i�r(x)) = 0 ;
he �e quanto volevamo dimostrare.Notiamo 
he se i 
ampi �r hanno propriet�a di 
ovarianza ben de�nite (
io�e sono o 
ampis
alari o 
ampi quadrivettoriali, e

) e I (
io�e L) �e uno s
alare, allora le equazioni di Eulero-Lagrange sono 
ovarianti a vista.�E ne
essario a questo punto una pre
isazione a proposito della notazione usata nel'espres-sione (6.3) dell'azione. Infatti, assunta s
alare la densit�a della lagrangiana L, questa notazionepu�o 
reare dubbi sul 
arattere s
alare dell'azione in quanto l'integrazione �e estesa a tutto lospazio per le variabili spaziali e solo all'intervallo (
t1; 
t2) per quella temporale. In e�etti, talenotazione �e impre
isa ma �e fa
ile ovviare tale in
onveniente.Diamo ora a seguente de�nizione:De�nizione 6.1. Un'ipersuper�
ie tridimensionale � dello spazio-tempo quadridimesionale sidi
e di tipo spazio se l'intervallo tra ogni 
oppia di punti di � �e sempre di tipo spazio.Come nel 
aso dell'intervallo, �e 
hiaro 
he il 
arattere di tipo spazio di un'ipersuper�
ie nondipende dal sistema inerziale di riferimento.La 
ondizione x0 = 
t1 e x0 = 
t2 individua due iperpiani di tipo spazio �1 e �2. Infatti,dati due punti xi e yi su uno di essi, risulta sempre(xi � yi)(xi � yi) = �jx� yj2 < 0 :In seguito a trasformzioni di Lorentz gli iperpiani �1 e �2 non saranno pi�u, in generale,iperpiani del tipo x0 = 
ost, ma resteranno pur sempre iperpiani di tipo spazio. Si ottieneallora una notazione pi�u pre
isa operando nella (6.3) la sostituzione R t2t1 7! R �2�1 , per 
ui l'azionediventa I = 1
 Z �2�1 d4xL(�r(x); �i�r(x)) ;
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he 
hiaramente �e uno s
alare.Cer
hiamo ora di pre
isare meglio l'argomento svolto prima dell'equazione (6.7), 
he 
i hapermesso di tras
urare l'ultimo termine nella (6.6). Il teorema di Gauss in quattro dimensioni
i di
e 
he, se R �e un 
ampo quadrivettoriale, alloraZ
 d4x�iRi = Z� d�niRi ;dove � �e l'ipersuper�
ie tridimensionale 
he ra

hiude l'ipervolume 
, d� �e l'elemento di super-�
ie e ni sono le 
omponenti della normale esterna all'ipersuper�
ie �. Se � �e 
ostituita dai dueiperpiani �1 e �2, risultaZ �2�1 d4x�iRi = Z�2 d�n2iRi � Z�1 d�n1iRi ; (6.8)dove n2i e n1i indi
ano le 
omponenti delle normali esterne rispettivamente di �1 e di �2. Nellos
rivere questa equazione si �e tras
urato il 
ontributo dell'ipersuper�
ie posta all'in�nito spaziale
ompresa tra i due iperpiani �1 e �2, assumendo 
he niRi si annulli all'in�nito spaziale. Nella(6.7) e nelle appli
azioni 
he faremo tale ipotesi �e assunta valida. Per l'iperpiano x0 = 
ost,d� = d3x e ni = (1; 0; 0; 0) la (6.8) diventaZ t2t1 d4x�iRi = Zt2 d3xR0(x; t2)� Zt1 d3xR0(x; t) :Un'altra osservazione interessante �e la seguente: ai �ni della determinazione delle equazionidi Eulero-Lagrange, la densit�a di lagrangiana L non �e univo
amente determinata, nel senso 
hese al posto di L si prende L̂ = L+ �iKi(�r; �j�r) ;si ottengono le stesse equazioni di Eulero-Lagrange. Infatti risultaÎ = Z �2�1 d4x L̂ = I + Z �2�1 d4x�iKi ;
io�e Î = I + Z�2 d�n2iKi � Z�1 d�n1iKi ;dove nell'ultimo passaggio si �e appli
ato il teorema di Gauss.Ora, nella variazione degli ultimi due termini a se
ondo membro della (6.6) intervengonosolo le variazioni dei 
ampi sul 
ontorno ma, allo stesso tempo, nel prin
ipio di minima azionequeste sono nulle. Dunque da I e da Î si ottengono le stesse equazioni del moto.6.2 Metodo dell'azione per una parti
ella liberaVediamo ora 
on un esempio 
on
reto 
ome la ri
hesta 
he l'azione sia un invariante rela-tivisti
o 
i permetta di individuarla in modo euristi
o. Quindi, appli
ando il prin
ipio di minimaazione, dedurremo da questa le equazioni del moto. In�ne, 
on il teorema di Noether, metteremo
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ampiin lu
e il legame tra le simmetrie e le leggi di 
onservazione. L'esempio in questione �e quello pi�usempli
e possibile, quello di una parti
ella libera.Sappiamo gi�a a quali risultati dovremo arrivare:dpidt = 0 ; pi = 
ost ; xipj � pjxi = 
ost ;
on
entriamo
i allora su 
ome raggiungerli. Considerata una parti
ella libera e stabilito diindi
are 
on xi = xi(z) la sua linea di universo �a;b nell'arbitrario parametro z, 
er
hiamo dideterminarne l'azione imponendo 
he questa sia un funzionale della traiettoria e inoltre unos
alare.Per aiutar
i, ri
ordiamo 
he l'azione si deve poter mettere nella formaI = Z t2t1 Ldt :A partire dalle 
oordinate della parti
ella siamo in grado di 
ostruire solo lo s
alare ds2. D'altraparte, 
ome si vede dall'espressione pre
edente, l'azione �e l'integrale di una quantit�a in�ni-tesima del primo ordine in dt. Ci�o 
i suggeris
e di provare per l'azione di una parti
ella liberaun'espressione del tipo I = �Z�a;b ds ; (6.9)dove � �e una 
ostante da determinarsi.Postuliamo allora 
he l'azione di una parti
ella libera abbia l'espressione (6.9) e 
er
hiamodi determinare �. A tale s
opo sfruttiamo il prin
ipio di 
orrispondenza: 
io�e per velo
it�api

ole rispetto a 
, i risultati relativisti
i devono essere approssimati da quelli non relativisti
i.Ri
ordiamo allora l'espressione non relativisti
a dell'azione:I = Z t2t1 m2 v2 dt+ I0 ;dove I0 �e una 
ostante. Ri
ordiamo poi 
he per v=
! 0, possiamo s
rivere lo sviluppo asintoti
ods = 

 dt ' �1� 12 v2
2 + : : :� 
 dt :Per 
ui, per v=
! 0, avremoI = Z�a;b ��1� 12 v2
2� 
 dt = Z�a;b ��
� �2 v2
 � dt= �Z�a;b �2
v2 dt+ Z�a;b �
 dt :Il se
ondo termine non 
ontribuis
e al prin
ipio di minima azione per
h�e non dipende dallevariabili dinami
he. AÆn
h�e vi sia una 
orrispondenza tra le due espressioni bisogner�a porre� = �m
 per 
ui, l'espressione 
orretta dell'azione �eI = �m
Z�a;b ds : (6.10)
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onsente di ottenere dall'integrale dell'azione (la 
ui esistenza �e statapostulata) non solo le equazioni del moto in forma 
ovariante a vista, ma an
he di individuare uninsieme di 
ostanti del moto la 
ui esistenza �e 
onseguenza, 
ome dimostreremo, delle propriet�adi invarianza della teoria.Nello spazio della quaterna di numeri reali (x0; x1; x2; x3) denotiamo 
on �ab una variet�a uni-dimensionale, detta linea di universo, 
he 
onnette i punti a = (a0; a1; a2; a3) e b = (b0; b1; b2; b3)ed �e dotata di suÆ
ienti propriet�a di regolarit�a da 
onsentire le operazioni 
he faremo. L'azione�e poi un funzionale di tale linea di universo I = I[�ab℄ e una sua variazione pu�o essere de�nita
ome ÆI[�̂ab℄ = I[�̂ab℄� I[�ab℄ ; (6.11)dove �̂ab �e una linea di universo 
he di�eris
e da �ab o per
h�e �e 
ambiata la linea 
he 
onnettei punti a = â e b = b̂, oppure per
h�e sono 
ambiati an
he gli estremi a e b.Siano xi = xi(z) e x̂i = x̂i(z), 
on 0 � z = z(s) � 1 monotona 
res
ente nel parametrod'ar
o s, le equazioni parametri
he di �ab e di �̂ab. Per 
omin
iare 
al
oleremo la variazionedell'azione in 
orrispondenza di una generi
a variazione della linea di universo, preo

upando
isolo degli aspetti analiti
i del problema. Su

essivamente, parti
olarizzando opportunamentela s
elta dela variazioni e da una loro 
oerente interpretazione �si
a, deriveremo i risultati 
heabbiamo anti
ipato. Poniamo ora Æxi(z) = x̂i(z) � xi(z) ; (6.12)in modo 
he Æxi(z)dz = dx̂i(z)dz � dxi(z)dz = ddx Æxi(z) ; (6.13)e 
al
oliamo S 
ome funzionale di Æxi, pensando Æxi 
ome un in�nitesimo e tras
urando lepotenze di ordine superiore al primo. Da ds =pdxidxi segue 
heI[�ab℄ = �m
Z 10 dzrdxi(z)dz dxi(z)dz ; (6.14)ed un'analoga espressione per I[�̂ab℄ Quindi, in base alla (6.11), otteniamo:ÆI = �m
Z 10 dz Æ�dxidz dxidz � 12 = �m
Z 10 dz �dxidz dxidz �� 12 dxjdz Ædxjdz ;da 
ui, utilizzando la (6.13) e da una su

essiva integrazione per parti segue:ÆI[�ab℄ = �m
"�dxidz dxidz �� 12 dxjdz Æxj#10 +m
Z 10 dz ddz "�dxidz dxidz �� 12 dxjdz # Æxj :Tornando quindi alla parametrizzazione 
anoni
a, si ottiene:ÆI[�ab℄ = �m
[uj dxj ℄ba +m
Z�ab dujds dxj ds : (6.15)
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ampi6.2.1 Derivazione delle equazioni del motoMettiamo
i ora dal punto di vista di un osservatore OK arbitrario ma �ssato e solidale
on il sistema di riferimento inerziale K; 
onsideriamo poi tutte le possibii linee di universo(
on tutte le propriet�a di regolarit�a ne
essarie) 
he unis
ono due punti �ssi a e b. Nello spaziotridimensionale ordinario 
i�o signi�
a �ssare i punti iniziale e �nale della traiettoria e gli istantiin 
ui la parti
ella vi si trova e, 
ompatibilmente 
on queste 
ondizioni, 
onsiderare tutte lepossibili traiettorie ed equazioni orarie.Abbiamo visto 
he la linea di universo �si
a si ottiene in 
orrispondenza ad un minimo diI[�ab℄, e quindi per [Æxi℄a = [Æxi℄b = 0 e per ÆI[�ab℄ = 0. Il primo addendo della (6.15) �e alloranullo e aÆn
h�e risulti ÆI = 0 per qualunque s
elta di Æxi 
ompatibile 
on i vin
oli di regolarit�a,dovr�a essere dujds = 0 : (6.16)6.2.2 Le 
ostanti del motoConsideriamo ora il moto e�ettivo di una parti
ella fra due punti �ssi assegnati: sappiamoallora 
he duids = 0. Siano �ab e �âb̂ le linee di universo viste rispettivamente da due osservatoriinerziali OK e ÔK . Abbiamo x̂i(z) = �ijxj(z) + ai ; (6.17)dove � �e la matri
e di una trasformazione di Lorentz in�nitesima e gli ai sono quattro parametriindipendenti 
he 
aratterizzano una traslazione in�nitesima.Come sappiamo dal primo 
apitolo, i sedi
i elementi della matri
e � non sono indipendenti,in quanto tale matri
e deve soddisfare la relazione �TG� = G. Come vedremo pi�u avanti,essi sono esprimibili in termini di solo sei parametri indipendenti wij tali 
he wij = �wji. Latrasformazione (6.17) dipende allora da 4+6 parametri in�nitesimi indipendenti e, a meno diin�nitesimi di ordine superiore abbiamoÆxi = wijxj + ai : (6.18)L'integrale di azione I �e stato 
ostruito in modo da essere invariante per trasformazioni diPoin
ar�e, per 
ui ÆI = 0. Inserendo allora le equazioni (6.16) e (6.18) nell'equazione (6.15) sitrova: 0 = ÆI = [m
ui(wijxj + ai)℄ba=m
24Xi<j (uixj � ujxi)wij + uiai35ba (6.19)Posto ora pi = m
ui ; (6.20)M ij = xipj � pixj ; (6.21)



6.3 Prin
ipi di 
onservazione 69per l'arbitrariet�a dei parametri wij (per i < j) e degli ai, dall'equazione (6.19) segue 
he ivalori del quadrimpulso pi e del momento angolare M ij nel punto a della linea di universosono rispettivamente uguali ai valori 
he le stesse quantit�a assumono nel punto b della linea diuniverso. La 
on
lusione �e indipendente dalla s
elta dei punti a e b.Se ne dedu
e allora 
he, in 
orrispondenza ad ognuno dei parametri indipendenti 
he 
arat-terizzano le trasformazioni in�nitesime del gruppo si simmetria della teoria, esiste una 
ostantedel moto, 
he per questo motivo sar�a detta generatri
e della trasformazione in�nitesima stessa.Se si pensa di tenere �sso un solo punto, allora le trasformazioni in�nitesime del gruppo di sim-metria generano le traiettorie �si
amente possibili. Ogni traiettoria indipendente 
orrispondepoi ad una 
ostante del moto.La validit�a della 
on
lusione tras
ende i limiti della relativit�a ristretta: si ottiene un risultatoanalogo sia in teorie 
lassi
he, sia in teorie quantisti
he, sia per sistemi ad in�niti gradi di libert�a
ome i 
ampi. La 
on
lusione 
onferma poi 
he la s
elta di pi e di M ij 
ome generalizzazionirelativisti
he dell'energia-impulso e del momento angolare �e la s
elta 
orretta.Mostriamo allora 
he per una trasformazione di Lorentz in�nitesima si haÆxi = wijxj (6.22)e 
he wij = gikwkj �e una matri
e antisimmetri
a:wij = �wji : (6.23)Per una trasformazione di Lorentz in�nitesima molto prossima alla trasformazione identi
a� = I, si pu�o s
rivere �ij = Æij + wij ; (6.24)
on le wij quantit�a in�nitesime; in forma matri
iale essa diventa poi � = I + w. Dal fatto 
he�TG� = G segue 
he, tras
urando termini in�nitesimi di ordine superiore al primo nelle w, siottiene 0 = (I + wT )G(I + w)�G ' G+wTG+Gw �G ;e quindi wki gkj + gikwkj = 0, da 
ui la relazione (6.23).6.3 Prin
ipi di 
onservazioneDalla (6.5) risulta 
he per n 
ampi �r(x), soddisfa
enti alle equazioni di Eulero-Lagrange,la variazione della densit�a di lagrangiana dovuta alle variazioni Æ�r dei 
ampi �e data daÆL = �i � �L�(�i�r) Æ�r� : (6.25)Se la densit�a di lagrangiana �e invariante rispetto ad un 
erto gruppo di trasformazioni 
heprodu
ono delle variazioni Æ�r delle funzioni di 
ampo, allora, dovendo essere ÆL = 0 si ha 
he�iji = 0 ;
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ampidove ji = �L�(�i�r) Æ�r�e un quadrivettore di divergenza nulla.Considerando qundi delle parti
olari variazioni 'r dalla (6.25) si possono ottenere delle leggidi 
onservazione.6.3.1 Conservazione dell'energia e della quantit�a di motoConsideriamo il 
aso di un solo 
ampo s
alare s
ari
o �(x) i 
ui L non dipende espli
itamentedalle 
oordinate spazio-temporali. Supponiamo dapprima 
he la variazione Æ� sia prodotta dallatrasformazione in�nitesima x0 = x+ da :La funzione di 
ampo diviene quindi�0(x0) = �(x+ da) = �(x) + Æ�(x)per 
ui, al primo ordine in da, si ottieneÆ�(x) = �0(x0)� �(x) = �i�(x) dai +O(daidai) :Allo stesso modo la variazione di L sar�aÆL = L0(�(x0); �k�(x0))�L(�(x); �k�(x)) = �L�xi dai = �iL dai :Sostituendo questi due ultimi risultati nell'equazione ÆL = �j h �L�(�j�) Æ�i (equazione (6.25))si ottiene: ��iL� �j �L�(�j�) �i�� dai = 0
he, per l'arbitrariet�a dei dai, impli
a�iL� �j �L�(�j�) �i� = 0e quindi, posto Tij = �L�(�j�) �i�� ÆijL ; (6.26)
he rappresenta la s
rittura in forma 
anoni
a del tensore energia impulso, abbiamo��xj Tij = 0 ; (6.27)
he rappresenta la legge di 
onservazione di questo tensore.Integrando ora questa equazione su un volume 
 suÆ
ientemente grande dello spazioordinario si ottiene ��x0 Z
 Tj0 d3x� ��x� Z
 Tj� d3x = 0 :



6.3 Prin
ipi di 
onservazione 71Se Tj� tende a zero a grandi distanze, il se
ondo termine si annulla in quanto, usando il teoremadi Gauss, �e possibile trasformarlo in un integrale sulla super�
ie 
he ra

hiude il volume 
. Per
ui si ha ��x0 Z
 Tj0 d3x = 0 ;
io�e �pj�t = 0 ; pj = Z Tj0 d3x :Si sono allora trovate quattro 
ostanti del moto; la 
omponente temporale del quadrivettore pj�e p0 = Z T00 d3x = Z � �L�(�0�) �0��L� d3x = Z ��L� _� _�L� d3x = Z H d3x = H ;
he rappresenta allora l'hamiltoniana del 
ampo e dove H �e la densit�a di hamiltoniana, per 
ui�p0�t = 0 rappresenta la 
onservazione dell'energia. Per le 
omponenti spaziali abbiamo:p� = Z T�0 d3x = Z �L�(�0�) ���d3x = 1
 Z �L� _� ���x� d3x ;
he si identi�
ano 
on le tre 
omponenti della quantit�a di moto del 
ampo. Le 
omponenti Tj0del tensore rappresentano allora la densit�a di energia-impulso.6.3.2 Conservazione del momento angolarePer analogia, la naturale de�nizione della densit�a di momento angolare del 
ampo rispettoall'origine �e data da m��0 = x�T�0 � x�T�0 ; (6.28)per 
ui le 
omponenti del momento angolare orbitale sonoM�� = Z m��0 d3x :Queste sono le 
omponenti spaziali del tensore momento angolareMij = Z mij0 d3x = Z (xiTj0 � xjTi0) d3x ; (6.29)la 
ui 
onservazione pu�o essere ri
avata dalla (6.27). Infatti, derivando mijk si ottiene:�kmijk = �k[xiTjk � xjTik℄ = �kxiTjk + xi�kTjk � �kxjTik � xj�kTik= Æki Tjk + xi�kTjk � Ækj Tik � xj�kTik = Tij � Tji = 0 :Poi
h�e Tij �e un tensore doppio simmetri
o, allora�kmijk = 0 :In generale questa simmetria non �e una diretta 
onseguenza della de�nizione (6.26). Essa infatti�e dovuta al fatto 
he �e sempre possibile aggiungere alla densit�a di lagrangiana una quadridi-vergenza senza alterare i 
ontenuti �si
i della teoria, 
io�e tale fatto rende sempre possibilesimmetrizzare Tij. Quindi, in generale, sebbene le densit�a di energia, di impulso e di momentoangolare non siano quantit�a 
ompletamente de�nite, lo sono l'energia totale, la quantit�a di motototale e il momento angolare totale.
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ampi6.3.3 Conservazione della 
orrenteConsideriamo un 
ampo s
alare s
ari
o de�nito dalle due funzioni di 
ampo reali �1(x) e�2(x), oppure dalla funzione 
omplessa �(x) = �1(x) + i�2(x). Poi
h�e L �e una funzione relae,in essa devono 
omparire solo le 
ombinazioni di ��(x)�(x), 
on ��(x) = �1(x) � i�2(x), e di�i��(x)�i�(x). Quindi L deve essere invariante rispetto alla trasformazione di gauge globale�0(x) = ei"e�(x) = (1 + i"e)�(x)�0�(x) = e�i"e�(x) = (1� i"e)��(x) ;dove " �e una 
ostante in�nitesima. Da queste equazioni, 
al
olandone le variazioniÆ� = �0 � � = i"e�Æ�� = �0� � �� = �i"e��e sostituendole nella (6.25) si ottiene:ÆL = i"e�i� �L�(�i�)�� �L�(�i��)��� = 0 ;e pi�u pre
isamente �iji = 0, doveji = ie� �L�(�i�)�� �L�(�i��)��� (6.30)rappresenta la densit�a di 
orrente 
onservata.6.4 Metodo dell'azione per N 
ari
he interagenti 
on un 
ampoelettromagneti
o6.4.1 L'azione per N 
ari
he interagenti 
on un 
ampo elettromagneti
oConsideriamo ora il 
aso di un sistema di N parti
elle 
ari
he interagenti 
on il 
ampoelettromagneti
o e proponiamo
i di determinare l'azione di tale sistema, allo s
opo di dedurnele equazioni del moto e le leggi di 
onservazione, sfruttando rispettivamente il prin
ipio di minimaazione e il teorema di Noether. Nella ri
er
a dell'azione imporremo naturalmente la 
ondizione
he essa sia un invariante per trasformazioni di Poin
ar�e. Per il resto pro
ederemo in modoeuristi
o.�E logi
o aspettarsi 
he l'azione sia 
omposta dalla somma di tre termini:I = I1 + I2 + I3 ;dove I1 �e la parte dell'azione 
he dipende solo dalle propriet�a delle parti
elle, 
io�e l'azione perle parti
elle libere, I2 �e la parte 
he dipende es
lusivamente dalle propriet�a del 
ampo stesso inassenza di 
ari
he, 
io�e �e l'azione relativa al 
ampo da solo senza sorgenti, in�ne I3 �e la partedell'azione relativa all'interzione delle parti
elle 
on il 
ampo.
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ari
he interagenti 
on un 
ampo elettromagneti
o 73Sappiamo 
he per una parti
ella libera l'azione �e data da �m
 R�a;b ds, per 
ui il terminedell'azione relativo alle N parti
elle sar�a dato daI1 = � NXr=1mr
Z
r dsr ;dove �r �e l'ar
o di linea di universo dell'r-esima parti
ella 
ompreso tra gli eventi ar e br.Cer
hiamo ora di determinare la parte dell'azione relativa al 
ampo elettromagneti
o in assenzadi 
ari
he. Poi
h�e i 
ampi sono univo
amente determinati dal quadripotenziale Ai(x), 
er
hiamoper l'azione un'espressione del tipoI2 = Z �2�1 d4xL(Ai(x); �jAh(x)) ;dove, 
ome si �e detto, L deve trasformarsi 
ome un 
ampo s
alare e �1 e �2 sono due iperpianidi tipo spazio paralleli. Ri
ordiamo poi 
he, in assenza di 
ari
he, il 
ampo elettromagneti
oobbedis
e al prin
ipio di sovrapposizione, e 
os�� pure il quadripotenziale. Come sappiamo, 
i�o
omporta la linearit�a delle equazioni 
he 
oinvolgono il quadripotenziale Ai(x) e di 
onseguenzala funzione integranda nell'espressione dell'azione deve risultare quadrati
a nel quadripotenzialeAi(x). Solo 
os��, infatti, risulteranno lineari le equazioni in Ai(x) 
he si ottengono fa
endo lavariazione dell'azione. Dal prin
ipio di minima azione poi si ottengono le equazioni di Eulero-Lagrange: �L�Ai � �j �L�(�jAi) = 0e, aÆn
h�e tali equazioni siano lineari inAi(x), la densit�a di lagrangiana L dovr�a essere quadrati
anel quadripotenziale. Dati allora i 
ampi elettri
o e magneti
o ad un 
erto istante di tempo,dato 
io�e un iperpiano t = 
ost, le equazioni di Eulero-Lagrange devono essere in grado dideterminare i 
ampi E e H in tutti gli istanti su

essivi. In termini del quadripotenziale 
i�osigni�
a 
he dati Ai(x; t0) e �0Ai(x; t0) sull'iperpiano t = t0, le equazioni di 
ampo devono esserein grado di determinare Ai(x; t) dappertuto. Dunque, le equazioni di 
ampo di Eulero-Lagrangedevono essere equazioni di�erenziali del se
ondo ordine nella derivata temporale e quindi, perla 
ovarianza, del se
ondo ordine an
he nelle derivate parziali. Ne segue 
he K deve 
onteneretermini quadrati
i in �iAj . Dunque L sar�a una 
ombinazione lineare dei termini:L1 = �iAi�jAj ;L2 = �iAj�jAi ;L3 = �jAi�jAi ;L4 = �jAi�iAj ;...Ri
ordiamo ora 
he, ai �ni della determinazione delle equazioni del moto, la densit�a dilagrangiana �e determinata a meno di quadridivergenze. L'osservazione pre
edente permette disempli�
are l'espressione di L. Ad esempio, possiamo eliminare il termineAi�j�jAi = �j[Ai�jAi℄� �jAi�jAi ;
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ampia vantaggio di �jAi�jAi. Pro
edendo 
os��, di tutti i termini 
he 
ostituis
ono L, di indipendentine rimangono solo tre:FijF ij = (�iAj � �jAi)(�iAj � �iAj � �jAi) ; �iAi�jAj ; AiAi :Pertanto possiamo avere L = aFijF ij + b�iAi�jAj + 
AiAi :A questo punto introdu
iamo una 
onsiderazione �si
a: l'invarianza di gauge delle equazioni di
ampo per trasformazioni di gauge del quadripotenziale:Âi = Ai + �if :Tale invarianza �e automati
a se la densit�a di lagrangiana �e essa stessa invariante per trasfor-mazioni di gauge. Ora, il termine FijF ij di L �e invariante per trasformazioni di gauge, mentregli altri termini ed ogni loro 
ombinazione lineare non sono invarianti di gauge. Ci�o impli
a 
henell'espressione s
ritta per L dovr�a essere b = 0 e 
 = 0. Tutte le 
onsiderazioni svolte �norarendono naturale il seguente postulato:I2 = aZ �2�1 d4xFij(x)F ij(x) :Vedremo poi 
he per ottenere le equazioni di Maxwell e l'equazione di Lorentz 
on i giusti
oeÆ
ienti dovremo s
egliere a = �1=(16�
), per 
ui porremoI2 = � 116�
 Z �2�1 d4xFij(x)F ij(x) :Resta allora da determinare la parte dell'azione relativa all'interazione tra 
ari
he e 
am-po elettromagneti
o. An
he in questo 
aso ri
hiederemo 
he I sia uno s
alare e inoltre 
hesia invariante per trasformazioni di gauge del quadripotenziale a meno dell'integrale di unaquadridivergenza. Proviamo allora a prendereI3 = � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)Ai(x) ;dove il fattore moltipli
ativo 1=
2 �e stato gi�a s
elto in modo da poter ottenere le equazioni diLorentz e di Maxwell 
on i 
oeÆ
ienti giusti. A rigore, I3 non �e un invariante per trasformazionidi gauge, ma la variazione di I3 sotto tali trasformazioni �e una quadridivergenza, per 
ui non
ontribuis
e alle equazioni del moto. Infatti, se Âi(x) = Ai(x) + �if(x), abbiamoÎ3 = � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)Âi(x) = � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)[Ai(x) + �if(x)℄= � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)Ai(x)� 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)�if(x)= � 1
2 Z �2�1 d4x�i[ji(x)f(x)℄ + 1
2 Z �2�1 d4x f(x)�iji(x) :
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o 75Il se
ondo addendo �e identi
amente nullo, in quanto per l'equazione di 
ontinuit�a �iji(x) = 0;pertanto possiamo s
rivere Î3 = I3 � Z �2�1 d4x�i[ji(x)f(x)℄ ;dove si ri
onos
e 
he l'integrale a se
ondo membro �e una quadridivergenza.Possiamo poi esprimere I3 in un'altra forma utile: ri
ordando l'espressione della quadri
or-rente per un sistema di N 
ari
he puntiformiji(x) = 
 NXr=1 er Z
r dxir Æ(x� xr)e sostituendola nell'espressione dell'azione, otteniamo:I3 = � 1
2 Z �2�1 d4x 
 NXr=1 er Z
r dxir Æ4(x� xr)Ai(x)= �1
 NXr=1 er Z
r dxir Z �2�1 d4x Æ4(x� xr)Ai(x)= �1
 NXr=1 er Z
r dxirAi(xr) :Risuta 
os�� 
he I3 = � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)Ai(x) = �1
 NXr=1 er Z
r dxir Ai(xr) :Per 
on
ludere questo paragrafo, riassumiamo e 
ommentiamo i risultati 
ui siamo pervenu-ti. Abbiamo visto 
he l'azione per un sistema di N parti
elle 
ari
he interagenti 
on il 
ampoelettromagneti
o �e data dalla somma di tre termini: I = I1 + I2 + I3, doveI1 = � NXr=1mr
Z
r dsr�e l'azione della parti
ella libera,I2 = � 116�
 Z �2�1 d4xF ij(x)Fij(x)�e l'azione dei 
ampi liberi eI3 = � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)Ai(x) = � NXr=1 er
 Z
r Ai(xr) dxir ;�e il termine dell'azione relativo all'interazione 
ampi-parti
elle. Le variabili dinami
he sono inquesto 
aso le variabili dis
rete xir e le 
oordinate 
ontinue di 
ampo Ai(x). �E importante notare
he l'espressione ottenuta per I �e uno s
alare e 
he �e invariante per trasformazioni di gauge delquadripotenziale, a meno di una quadridivergenza nel termine I3.



76 Elementi di teoria dei 
ampi6.4.2 Le equazioni del moto e le equazioni di 
ampoOra 
he abbiamo determinato l'azione del nostro sistema, baster�a imporre il prin
ipio del-l'azione stazionaria in 
orrispondenza ad una variazione delle 
oordinate xir e Ai(x) 
he si annulliagli estremi per ottenere le equazioni del moto. Ritrovando le note equazioni dell'elettromagne-tismo 
i si render�a 
onto della giustezza dell'espressione dell'azione da noi s
elta. La trattazionedi questo argomento va fatta in due 
asi: il primo 
aso �e quello in 
ui le varazioni Æxir sonoarbitrarie ma nulle agli estremi, mentre le variazioni ÆAi(x) sono identi
amente nulle; il se
ondo
aso �e l'inverso del pre
edente: le variazioni ÆAi(x) sono arbitrarie pur
h�e nulle agli estremi,mentre inve
e le variazioni Æxir sono identi
amente nulle.Consideriamo allora il primo 
aso. Naturalmente sar�a ÆI = ÆI1 + ÆI2 + ÆI3. Per il 
al
olodi ÆI1 possiamo ripetere il pro
edimento gi�a visto nel 
aso della parti
ella libera:ÆI1 = NXr=1 Z
r dpirdsr Æxri dsr :Ed essendo poi ÆAi = 0 potremo s
rivere immediatamente ÆI2 = 0. Per 
al
olare ÆI3, serviamo
idella sua se
onda espressione: ÆI3 = � NXr=1 er
 Æ Z
r dxir Ai(xr)= � NXr=1 er
 Æ Z
r Æ[dxirAi(xr)℄ :Cal
oliamo ora Æ[dxirAi(xr)℄ tenendo 
onto 
he 
'�e an
he una variazione ÆAi(xr) indotta dallaÆxir. Æ[Ai(xr) dxir℄ = ÆAi(xr) dxir +Ai(xr) Ædxir = �kAi(xr) Æxkr dxir +Ai(xr) d[Æxir ℄= �kAi(xr) Æxkr dxir + d[Ai(xr) Æxir℄� �kAi(xr) dxkrÆxir= [�kAi � �iAk℄(xr) Æxkr dxir + d[Ai(xr) Æxir ℄ :Pertanto possiamo s
rivereÆI3 = � NXr=1 er
 Æ Z
r [�kAi � �iAk℄(xr) Æxkr dxir � NXr=1 er
 [Ai(xr) Æxir℄brar : (6.31)Poi
h�e 
onsideriamo variazioni Æxir nulle agli estremi, l'ultimo termine �e identi
amente nullo e,ri
ordando 
he Fki(xr) = [�kAi � �iAk℄(xr) ; dxir = uir dsr ;abbiamo ÆI3 = � NXr=1 Z
r Fki(xr)uir Æxkr dsr :In de�nitiva, riordinando opportunamente gli indi
i otteniamo 
heÆI = NXr=1 Z
r �dpirdsr � er
 F ik(xr)urk� Æxri dsr ;
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o 77dove urj indi
a la j-esima 
omponente di ur. Uguagliando poi a zero tale quantit�a e ri
ordando
he le Æxri sono arbitrarie, pur
h�e nulle agli etremi, otteniamo la nota equazione di Lorentz :dpirdsr = er
 F ik(xr)urk ; r = 1; : : : ; N :Condieriamo ora il se
ondo 
aso, 
he ri
ordiamo essere quello in 
ui le variazioni ÆAi(x)sono arbitrarie pur
h�e nulle agli estremi, mentre le Æxir sono identi
amente nulle. Questa volta,essendo Æxir = 0, avremo ÆI1 = 0. Inoltre abbiamo:ÆI2 = � 116�
Æ Z �2�1 d4xFik(x)F ik(x) = � 116�
 Z �2�1 d4x Æ[Fik(x)F ik(x)℄ ;dove Æ[Fik(x)F ik(x)℄ = 2Fik(x)ÆF ik(x) ;e dove, a sua volta, ÆF ik = Æ[�iAk � �kAi℄ = �iÆAk � �kÆAi :Quindi, sfruttando l'antisimmetria di Fik, otteniamo:Æ[FikF ik℄ = 4�i[Fik ÆAk℄� 4�iFik ÆAi :Pertanto possiamo s
rivereÆI2 = 416�
 Z �2�1 d4x�iFik ÆAk � 416�
 Z �2�1 d4x�i[Fik ÆAk℄ :Appli
ando al se
ondo integrale il teorema di Gauss a quattro dimensioni, esso pu�o essere ri-
ondotto ad un integrale sulle ipersuper�
i, dove la variazione ÆAk(x) �e identi
amente nulla, equindi porlo identi
amente uguale a zero. Pertanto abbiamo:ÆI2 = 14�
 Z �2�1 d4x (�iFik) dAk : (6.32)Per 
al
olare la variazione di I3 serviamo
i della sua prima espressione:ÆI3 = 1
2 Æ Z �2�1 d4x ji(x)Ai(x) = 1
2 Z �2�1 d4x Æ[ji(x)Ai(x)℄= � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x)Ai(x) : (6.33)Abbiamo allora 
he ÆI = � 14�
 Z �2�1 d4x ÆAi(x)��kF ik + 4�
 ji� :Il prin
ipio di azione e reazione 
i di
e 
he deve essere ÆI = 0 per ogni arbitraria variazioneÆAi(x) soddifa
ente le 
ondizioni agli estremi. Ci�o signi�
a 
he deve identi
amente essere�kF ik = �4�
 ji ;
he si ri
onos
e subito essere il se
ondo gruppo di equazioni di Maxwell. Per quanto riguardail primo gruppo di tali equazioni, ri
ordiamo 
he esso �e automati
amente soddisfatto per
h�e inquesta trattazione abbiamo espresso i 
ampi elettromagneti
i mediante il quadripotenziale Ai.
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ampi6.4.3 Il teorema di Noether e le 
ostanti del motoAttraverso il teorema di Noether ora vogliamo vedere, nel nostro sistema di 
ari
he pun-tiformi interagenti 
on il 
ampo elettromagneti
o, la 
onnessione esistente tra le propriet�a diinvarianza del sistema (in questo 
aso invarianza per trasformazioni di Poin
ar�e) e i prin
ipi di
onservazione; alla �ne determineremo an
he l'espressione delle 
ostanti del moto. Con
ettual-mente il pro
edimento �e identi
o a quello gi�a visto nel 
aso della parti
ella libera: l'invarianzaper trasformazioni di Poin
ar�e �e espressa dal fatto 
he l'azione del sistema �e uno s
alare rela-tivisti
o; allora, se I �e l'azione del sistema in un riferimento inerziale K e Î �e la stessa azionevista nel sistema di riferimento inerziale K̂ in�nitamente vi
ino a K, la variazione ÆI = Î � Idell'azione �e nulla, 
io�e ÆI = 0 :Infatti ÆI �e la variazione dell'azione 
orrispondente ad una trasformazione in�nitesima di Poin
ar�e.L'equazione ÆI = 0, 
onsiderata per il moto e�ettivo del sistema, fornis
e i prin
ipi di 
onser-vazione.Sappiamo 
he l'espressione 
ompleta del nostro sistema �e I = I1 + I2 + I3, doveI1 = � NXr=1mr
Z
r dsr ; (6.34)I2 = � 116�
 Z �2�1 d4xF ik(x)Fik(x) ; (6.35)I3 = � NXr=1 er
 Z
r dsir Ai(xr) ; (6.36)dove, al solito, �2 e �2 sono due iperpiani di tipo spazio 
he non si interse
ano e r �e la linea diuniverso dell'r-esima parti
ella 
on estremi ar e br su �1 e �2 rispettivamente.Una trasformazione in�nitesima di Poin
ar�e impli
a non solo variazioni in�nitesime nonnulle agli estremi delle varibili dinami
he xir(�r) e Ai(x), ma (a 
ausa dei termini di azione espressida integrali nello spazio-tempo tra �1 e �2) an
he variazioni delle variabili di integrazione xi, equindi degli iperpiani estremi �1 ed �2.Determiniamo allora la pi�u generale variazione dell'azione I, risultante da una generi
avariazione sin
rona in�nitesima delle variabili dinami
he, non ne
essariamente nulla agli estremi,e una variazione degli iperpiani estremi �1 e �2. La generi
a variazione sin
rona delle variabilidinami
he �e Æxir = x̂ir(�r)� xir(�r) ;ÆAi(x) = Âi(x)�Ai(x) :Le variazioni di �1 e �2 
orrispondono alla variazionexi 7! x̂i = xi + Æxi (6.37)delle varibili di integrazione. Pro
ediamo allora 
on il 
al
olo di ÆI. I1 dipende dalle 
oordinatexir delle N parti
elle e la sua generi
a variazione �e gi�a stata 
al
olata ed �e data daÆI1 = NXr=1 Z
r dpirds Æxri dsr :
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ari
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on un 
ampo elettromagneti
o 79Risulta allora ÆI1 = NXr=1 Z
r Æxir dsr � NXr=1 �pri Æxir�ba :An
he I3, data dalla (6.36), dipende solo dalla variabili dinami
he del sistema, ma nel 
al
olo diI3 dobbiamo ri
ordare 
he la variazione dei 
ampi Ai(xr) �e la risultante della variazione prodottadalla variazione Æxir delle xir e dalla variazione intrinse
a ÆAi(x) dei 
ampi Ai. Pertanto alla(6.31) dobbiamo aggiungere il termineÆ0I3 = � NXr=1 er
 Z
r dxir ÆAi(x)
he, ri
ordando l'espressione della quadri
orrente ji possiamo an
he s
rivere nella formaÆ0I3 = � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x) ÆAi(x) ;riottenendo 
os�� la (6.33). ÆI3 �e allora data dalla somma della (6.31) e della (6.33), 
io�eÆI3 = �1
 NXr=1 Z
r Fki(xr)uri Æxkr dsr � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x) ÆAi(x)� 1
 NXr=1[erAi(xr) Æxir ℄brar :L'ultimo termine si pu�o ris
rivere in una forma pi�u 
onveniente utilizzando l'identit�aNXr=1[erAi(xr) Æxir ℄
r = 1
 Z� d�nkjk(x)Ai(x) Æxi ;dove i 
r sono i punti dell'iperpiano di tipo spazio �. Questa identit�a �e di immediata veri�
a sela si 
onsidera nel sistema di riferimento in 
ui � �e l'iperpiano 
t = 
ost. In tal 
aso, d� = d3xe ni = (1; 0; 0; 0), per 
ui l'identit�a diventaNXr=1[erAi(xr) Æxir℄
r = 1
 Z� d3x j0(x)Ai(x) Æxi ;
he �e evidente ri
ordando l'espressione di j0(x). Allora ÆI3 diventaÆI3 =� 1
 NXr=1 er Z
r Fki(xr)uir Æxkr dsr � 1
2 Z �2�1 d4x ji(x) ÆAi(x)�� 1
2 Z d� [(ni Æxi)F lm(x)Flm(x)℄�2�1 :In�ne, si ottiene ÆI2 sommando alla variazione di I2 dovuta alla variazione sin
rona dei 
ampiAi(x), ed espressa dall'equazione (6.32), il 
ontributo ÆI2 dovuto alla variazione di �1 e �2.Quest'ultimo 
ontributo �e dato daÆ0I2 = � 116�
 Z d� [(ni dxi)F lm(x)Flm(x)℄�2�1 : (6.38)
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ampiSi 
omprende il signi�
ato di questa quantit�a osservando 
he ni Æxi �e lo spostamento normaledegli iperpiani �1 e �2 dovuto alla variazione (6.37) delle variabili di integrazione xi.C'�e an
he un altro modo per ri
avare la (6.38): partendo daÆ0I2 = � 116�
 �Z �2�1 d4x̂ F lm(x̂)Flm(x̂)� Z �2�1 d4xF lm(x)Flm(x)�
io�e, a meno di in�nitesimi di ordine superiore,Æ0I2 = � 116�
 Z �2�1 d4x (�[F lm(x)Flm(x) + �i[F lm(x)Flm(x)℄ Æxi℄� F lm(x)Flm(x)) ;dove � = 1 + �i[Æxi℄ �e lo ja
obiano della trasformazione (6.37). Per 
ui, sempre a meno diin�tesimi di ordine superiore, abbiamoÆ0I2 = � 116�
 Z �2�1 d4x�i[F lm(x)Flm(x) Æxi℄ ;
he si ridu
e alla (6.38) usando il teorema di Gauss a quattro dimensioni. Si pu�o utilizzareil teorema di Gauss per ri
ondurre an
he l'ultimo integrale della (6.32) ad un integrale sugliiperpiani �1 e �2 e quindi, in 
on
lusione, per la variazione totale di I2 si ottieneÆI2 = 14�
 Z �2�1 d4x�iF ik ÆAk � 14�
 Z d�ni �F ik ÆAk + 14gikF lmFlm Æxk��2�1 :La variazione totale dell'equazione si ottiene sommando le variazioni parziali ÆI1, ÆI2 e ÆI3 ma,per ottenere un'espressione di ÆI pi�u 
onveniente, usiamo il tru

o di aggiungere la variazioneidenti
amente nulla Æ0I = Z �2�1 d4x�i�kH [ik℄ ; (6.39)dove H [ik℄ �e un arbitrario 
ampo tensoriale antisimmetri
o, 
io�e tale 
heHik = �Hki. S
egliendopoi tale 
ampo 
ome H [ik℄ = � 14�
F ikAl Æxl ;risulta Æ0I = �Z �2�1 d4x�i�k � 14�
F ikAl Æxl�= � 14�
 Z �2�1 d4x�i[�kF ikAl Æxl + F ik�kAl Æxl + F ikAl�k Æxl= � 14�
 Z �2�1 d4x�i[�kF ikAl Æxl + F ikFkl Æxl + F ik�lAk Æxl +Al�k Æxl)℄ ;
he per il teorema di Gauss diventaÆ0I = � 14�
 Z d�ni(�kF ikAl Æxl + F ikFkl Æxl + F ik(�lAk Æxl +Al�k Æxl)) : (6.40)
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ari
he interagenti 
on un 
ampo elettromagneti
o 81Sommando allora i quattro termini ÆI1, ÆI2, ÆI3 e Æ0I e riordinando opportunamente gli indi
isi ottiene �nalmente l'espressione generale della variazione dell'azione I:ÆI = NXr=1 Z
r dsr �dpirdsr � er
 F ik(xr)urk� Æxri ++ 14�
 Z �2�1 d4x��iF ik � 4�
 jk� ÆAk ++ 14�
 Z d�ni ���kF ki � 4�
 ji�Al Æxl��2�1 �� 14�
 Z d�niF ik[ÆAk + �lAk Æxl +Al�kÆxl℄�2�1 �� NXr=1[pkr Æxrk℄�2�1 � 1
 Z d�ni[T ik Æxk℄�2�1 ;
(6.41)

dove si �e introdotto il tensore doppio simmetri
oT ik = 14� �F ilFlk + 14gikF lmFlm�gi�a in
ontrato nel 
apitolo sulla forma 
ovariante a vista delle leggi dell'elettromagnetismo.La (6.41) 
ontiene naturalmente i risultati del paragrafo pre
edente in quanto, se non varianole variabili di integrazione xi e 
onsideriamo variazioni delle variabili dinami
he nulle agli estremi,solo i primi due termini sopravvivono nella (6.41); appli
ando poi il prin
ipio di minima azione,si ottengono le equazioni di Lorentz e di Maxwell.Passiamo quindi a ri
avare i prin
ipi di 
onservazione attraverso il teorema di Noether. Atale s
opo 
onsideriamo la ÆI 
orrispondente alla trasformazione in�nitesima di Poin
ar�eÆxi = !ikxk + ai ; (6.42)dove ai e !ik sono 
ostanti in�nitesime e !ik = �!ki. Le 
oordinate xir delle parti
elle sitrasformano 
ome le xi, 
io�e Æxir = x̂ir � xir = !ikxr + ai (6.43)e i quadripotenziali Ai(x) si trasformano 
ome un 
ampo quadrivettoriale:Â(x� Æx) �Ai(x) = !ikAk(x) ;
io�e ÆAi(x) = Âi(x)�Ai(x) = ��lAi(x) Æxl + !ikAk(x) : (6.44)Notando 
he dalla (6.42) si ha �k[Æxi℄ = !ik, si ha an
he 
heÆAk + �lAk Æxl + �k[Æxl℄Al = 0 : (6.45)
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ampiAllora il quarto termine nella (6.41) �e nullo per
h�e �e proporzionale alla (6.45). Se 
onsideriamo ilmoto reale delle 
ari
he e dei 
ampi, an
he i primi tre termini della (6.41), 
he sono proporzionalialle equazioni del moto, si annullano.D'altra parte, poi
h�e I �e uno s
alare, ÆI si annulla per una trasformazione di Poin
ar�e,an
he in�nitesima, per 
ui0 = ÆI = � NXr=1[pkr Æxrk℄brar � 1
 Z d�ni[T ik Æxk℄�2�1 :ovvero NXr=1 pkr Æxrk + 1
 Z� d�niT ik Æxk = 
ost : (6.46)Quest'ultima equazione esprime tanti prin
ipi di 
onservazione quanti sono i parametriindipendenti 
he 
ompaiono nell Æxk e Æxrk, 
he nel nostro 
aso sono die
i. Infatti, utilizzandola (6.42), la (6.43) e l'antisimmetria di !ij, dalla (6.46) si ha: NXr=1 pkr + 1
 Z� d�niT ik! ak++Xh<k NXr=1(prhxrh � prkxrh) + 1
 Z d�ni(T ihxk � T ikxh)! !hk = 
ost : (6.47)S
egliendo di volta in volta i parametri indipendenti ak e !hk, 
on h < k, tutti non nulli tranneuno, dalla (6.47) si ottengono i prin
ipi di 
onservazione dell'energia-impulso e del momentoangolare-spinta.L'ambiguit�a 
ontenuta nella (6.39) impli
a 
he la densit�a di impulso-energia e la densit�a delmomento angolare del 
ampo elettromagneti
o non siano de�nte univo
amente. Solo l'energia el'impulso totali e il momento angolare totale sono de�niti univo
amente. Il fatto �e 
he, mentre�i�kH [ik℄ �e nullo in ogni punto della regione di integrazione 
ompresa tra i due iperpiani �1e �2, abbiamo, mettendo
i per sempli
it�a nel sistema di riferimento nel quale �1 e �2 sonorspettivamente gli iperpiani di equazione 
t1 = 
ost e 
t2 = 
ost,Z �2�1 d4x�i�kH [ik℄ = Z� h��H [0�℄i�2�1 d3x ;e ��H [0�℄ non si annulla in ogni punto di �. Tuttavia3X�=1Z� d3x��H [0�℄ = 0 ;
ome si veri�
a utilizzando il teorema di Gauss tridimensionale e l'assunzione 
he H [0�℄ si annulli
on suÆ
iente rapidit�a all'in�nito spaziale.
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he 836.5 Cenni alle parti
elle 
on massa quantisti
he6.5.1 Il 
ampo s
alare s
ari
o e l'equazione di Klein-Gordon�E noto dalla me

ani
a quantisti
a 
he l'energia e la quantit�a di moto di una parti
ella sonorappresentate rispettivamente dagli operatoriE = i~ ��t ; p� = �i~ ��x�
io�e pi = i~�i :Quindi l'operatore di D'Alambert diventa:2 = � 1~2 �E2
2 � jpj2� :Tenuto 
onto dell'equazione E2 = (m
2)2 + 
2jpj2, l'equazione 2A = 0 di propagazione delquadripotenziale �e allora 
onseguenza della massa nulla dei fotoni.Consideriamo ora un 
ampo s
alare neutro �(x) (e 
io�e nel quale non 
i sono 
ari
he) adun solo grado di libert�a e i 
ui quanti abbiamo massa a riposo m. La logi
a generalizzazionedell'equazione 2A = 0 �e allora:2�(x) = � 1~2 �E2
2 � jpj2��(x) = � 1~2m2
2�(x) ;
io�e [2+ �2℄�(x) = 0 ; (6.48)dove � = m
=~. Questa equazione viene detta equazione di Klein-Gordon. Essa pu�o essereri
avata an
he dalla equazioni di Eulero-Lagrange mediante la densit�a di lagrangianaL(x) = �12(�i�(x)�i�(x) + �2�2(x)) : (6.49)Nel 
aso di un 
ampo s
alare stati
o 
on massa generato da una 
ari
a puntiforme g fermanell'origine del sistema di riferimento, l'equazione 
he generalizza r2A0(r) = 4�%(r) �e[r2 + �2℄�(x) = gÆ(r) :Utilizzando lo sviluppo integrale di Fourier della Æ(r) e della �(x) si pu�o giungere all'equazione�(r) = g(2�)3 Z eir�kjkj2 +m2 dk = g4� e� rr0r ; (6.50)dove ro = ~=m
 rappresenta il raggio di interazione o range del 
ampo.Se
ondo la teoria quantisti
a dei 
ampi, l'interazione tra parti
elle avviane tramite lo s
am-bio dei quanti del 
ampo stesso e nel 
aso dell'interazione elettromagneti
a i quanti sono i fotoni,
he hanno massa nulla. Si noti 
he, a 
ausa dela presenza del fattore esponenziale nella (6.50), il
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ampipotenziale stati
o generato dallo s
ambio di parti
elle 
on massa diversa da zero de
res
e moltopi�u rapidamente del potenziale 
oulombiano e 
he per r > r0 il potenziale di questi 
ampi divieneprati
amente tras
urabile. Inoltre, dalla relazione r0 = ~=m
, si vede 
he quanto pi�u grande �ela massa della parti
ella s
ambiata in un pro
esso di interazione, tanto minore �e il range delleforze in gio
o. Tale risultato, an
he se ri
avato in un 
aso sempli
e, ha validit�a generale.6.5.2 Le parti
elle a spin semintero e l'equazione di Dira
Nel 
aso non relativisti
o, lo spazio di Hilbert per le parti
elle a spin 12 �e uno spazio di
oppie di funzioni rappresentato dalla seguente matri
e a due righe ed una 
olonna (x; t) = "  1(x; t) 2(x; t) # ; (6.51)detto spinore a due 
omponenti . Esso �e de�nito dalle seguenti propriet�a di trasformazionerispetto alle rotazioni U di un angolo # attorno alla direzione de�nita dal versore n: 0(x; t) = U (x; t) ; U = ei#2 ��n ; (6.52)dove � = (�1; �2; �3) e�1 = " 0 11 0 # ; �2 = " 0 �ii 0 # ; �3 = " 1 00 1 # (6.53)sono le matri
i di Pauli , 
he assieme alla matri
e unit�a formano una base per tutte la matri
i2� 2. �1; �2; �3 soddisfano poi le propriet�a di 
ommutazione:�21 = �22 = �23 = I ;�1�2 � �2�1 = 2i�3 e 
i
li
he ;�1�2 + �2�1 = 0 e 
i
li
he ;�1�2 = i�3 e 
i
li
he :Se indi
hiamo 
on �1 = " 10 # ; �2 = " 01 #una base per gli spinori, allora possiamo s
rivere (x; t) =  1(x; t)�1 +  2(x; t)�2 : (6.54)Si pu�o veri�
are fa
ilmente 
he la nostra base per gli spinori �e un autostato di j�j2 = �21+�22+�23e �3, 
io�e j�j2�1;2 = 3�1;2 ; �3�1 = �1 ; �3�2 = ��2 :Poi
h�e U �e un operatore unitario, la quantit�a  +(x; t) (x; t) �e uno s
alare e quindi un invarianteper rotazioni. Si pu�o an
he dimostrare 
he  +(x; t)� (x; t) si trasforma 
ome un vettore nellospazio tridimensionale.
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he 85Nel 
aso relativisti
o le 
ose sono pi�u 
ompli
ate: innanzitutto,  + rappresenta una densit�adi probabilit�a o di 
ari
a e quindi non pu�o essere un invariante rispetto alle trasformazioni diLorentz. Si pu�o dimostrare 
he, nella teoria della relativit�a, si possono de�nire due tipi di spinoria due 
omponenti 
he si di�erenziano per il modo di trasformarsi rispetto ad una trasformazionedi Lorentz nella quale v � 1. Se indi
hiamo tali spinori 
on '1 e '2, pi�u pre
isamente abbiamo
he '01 = �1 + 12v�1�'1'02 = �1� 12v�1�'2 ; (6.55)allora non �e diÆ
ile dimostrare 
he q1 = ('+1 '1; '+1 �'1) e q2 = ('+2 '2; '+2 �'2) si trsformano
ome quadrivettori.Tramite gli spinori a due 
omponenti '1 e '2 �e ora possiblie 
ostruirsi della quantit�ainvarianti per trasformazioni di Lorentz. Infatti, utilizzando le (6.55) si ottiene:'02+'01 = '+2 �1� 12v�1��1 + 12v�1�'1 = '+2 '1 +O(v2) ;e un risultato analogo per '+1 '2. Quindi, per 
ostruire degli invarianti rispetto alla trasfor-mazioni di Lorentz, sono ne
essari due spinori a due 
omponenti. Tramite '1 e '2 si possono
ostruire an
he invarianti del tipoq12Bi = '+2 '2B0 � '+2 �'2 �B ;qi1Bi = '+1 '1B0 � '+1 �'1 �B ;dove Bi sono le 
omponenti di un quadrivettore. Se, per esempio, 
onsideriamo il quadrivettoreenergia-impulso pi, allora dovr�a essere'+2 �E
 � � � p�'2 = �m
'+2 '1 ;e tale quantit�a �e un invariante e dove la massa m �e una 
ostante s
alare ed �e la massa dellaparti
ella rappresentata dagli spinori '1 e '2. Da quest'ultima relazione di ottiene l'equazione(
� � p� E)'2 = m
2'1 : (6.56)Moltipli
ando entrambi i membri di quest'ultima per 
� � p+ E e tenendo 
onto delle propriet�adelle �� risulta 
he (
� � p+ E)'1 = �m
2'2 : (6.57)Queste due ultime equazioni formano un sistema di equazioni a

oppiate negli spinori a due
omponenti '1 e '2. �E interessante vedere 
ome si 
omportano tali equazioni rispetto alletrasformazioni spaziali. Per far 
i�o de�niamo l'operatore di parit�a P mediante le 
ondizioni:P�1xP = �x ; P�1f(x)P = f(�x) ; (6.58)
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ampidove f(x) �e una qualunque funzione. Allora, tenuto 
onto delle de�nizioni 
lassi
he di quantit�adi moto e di momento angolare, si ha:P�1�P = � ; P�1pP = �p : (6.59)Rispetto alle trasformazioni spaziali la (6.56) si trasforma nel modo seguente:P�1(
� � p� E)PP�1'2P = �(
� � p+ E)P�1'2P = m
2P�1'1P ;e analogamente per la (6.57). QuindiP�1'2P = �'1 ; P�1'1P = �'2 ; (6.60)
io�e i due spinori '1 e '2 non sono autostati di P in quanto non hanno parit�a de�nita esi trasformano l'uno nell'altro. Per de�nire degli spinori a due 
omponenti 
he siano an
heautostati di P basta porre a = 1p2('2 � '1) ;  b = 1p2('2 + '1) :Utilizzando le (6.60)si veri�
a fa
ilmente 
heP�1 aP = � a ; P�1 bP = � b : (6.61)Inoltre, dalla (6.56) e dalla (6.57) si ri
ava 
he  a e  b soddisfano alle equazioni a

oppiate
� � p a = (E +m
2) b
� � p b = (E �m
2) a : (6.62)Se ora 
onsideriamo p ed E 
ome degli operatori quantisti
i abbiamo 
he queste equazionirappresentano le equazioni d'onda relativisti
he di parti
elle 
ari
he di spin 12 e sono detteequazioni di Dira
. Nel 
aso di elettroni di 
ari
a �e in un 
ampo magneti
o di quadripotenzialeAi = ';A, 
on la sostituzione 
lassi
a p 7! p+ e
A ;E 7! E + e' ;le equazioni di Dira
 diventano
� � �p+ e
A� a = (E + e'+m
2) b
� � �p+ e
A� b = (E + e'�m
2) a : (6.63)Ora per�o si ha 
he le equazioni di Dira
 e le (6.63) ammettono un numero di soluzionidoppio di quello 
he dovrebbero avere. Infatti, ri
ordando 
he E = �pp2
2 +m2
4, met�adi esse si riferis
ono a stati 
on valori di energia negativi, mentre l'altra met�a si riferise aivalori positivi di E . Questa diÆ
olt�a si presenta an
he nella teoria relativisti
a 
lassi
a. A
ausa della variazione 
ontinua delle variabili dinami
he 
lassi
he, una parti
ella di energiapositiva non pu�o mai passare ad uno stato di energia negativa. Nella ma

ani
a quantisti
a
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he 87inve
e, potendo avvenire variazioni dis
ontinue di energia, un elettrone inizialmente in uno statodi energia 
ineti
a positiva pu�o 
ompiere una transizione ad uno stato di energia negativa equindi in me

ani
a quantisti
a gli stati 
on E < 0 non possono essere ignorati. Per dareun'interpretaszione �si
a a tali stati supponiamo 
he E = �jEj < 0, allora le (6.63) diventano
� � ��p� e
A� a = (jEj � e'�m
2) b
� � ��p� e
A� b = (jEj � e'�m
2) a ; (6.64)ma queste equazioni 
oin
idono 
on quelle 
he si ottengono 
on la sostituzionep 7! �pe 7! �e :Le soluzioni 
on energia negativa delle (6.64) 
oin
idono allora 
on le soluzioni ad energiapositiva per parti
elle 
he hanno la stessa massa dell'elettrone, 
ari
a positiva e > 0 e 
he in un
ampo elettri
o esterno viaggiano nella direzione opposta a quella degli elettroni. Tali parti
elle,previste teori
amente da Dira
 nel 1928 sulla base delle equazioni (6.64) e osservate sperimental-mente da Anderson nel 1932 sono dette positroni . Se
ondo Dira
, per�o, \non possiamo tuttaviaasserire sempli
emente 
he le soluzioni 
on energia negativa rappresentino positroni, per
h�e 
i�orenderebbe errate tutte le soluzioni dinami
he. Per esempio, non �e a�atto vero 
he un positroneha un'energia 
ineti
a negativa. Pertanto dobbiamo stabilire la teoria del positrone su lineealquanto diverse. Supporremo allora 
he quasi tutti gli stati di energia negativa siano o

upati
on un elettrone in 
ias
uno di essi in a

ordo 
on il prin
ipio di Pauli. Uno stato di energianegativa non o

upato apparir�a allora 
ome qual
osa dotato di energia positiva poi
h�e, per farlos
omparire, 
io�e per riempirlo, dovremmo aggiungere ad esso un elettrone 
on energia positiva.Supporremo quindi 
he questi stati di energia negativa non o

upati rappresentino i positroni.Queste ipoetesi ri
hiedono 
he nell'universo vi sia dunque una distribuzione di elettroni 
ondensit�a in�nita. Un vuoto perfetto �e rappresentato da una regione in 
ui tutti gli stati di energiapositiva non sono o

upati, mentre sono o

upati tutti gli stati 
on energia negativa. In un vuotoperfetto deve valere l'equazione di Maxwell r �E = 0: 
i�o signi�
a 
he la distribuzione in�nitadi elettroni 
on energia negativa non porta al
un 
ontributo al 
ampo elettri
o. Solo s
ostamentidalla distribuzione del vuoto porteranno un 
ontributo alla densit�a di 
ari
a % nell'equazionedi Maxwell r � E = 4�%. Vi sar�a allora un 
ontributo �e per ogni stato o

upato di energiapositiva e un 
ontributo e per ogni stato non o

upato di energia negativa.Il prin
ipio di es
lusione impedis
e ordinariamente 
he un elettrone di energia positiva
ompia delle transizioni a stati di energia negativa o

upati. Sar�a tuttavia an
ora possibileper un tale elettrone pervenire in uno stato di energia negativa non o

upato. In tal 
asoavremo 
he un elettrone e un positrone s
ompaiono simultaneamente mentre la loro energia vieneemessa sotto forma di quanti di radiazione. Il pro
esso inverso 
onsiste nella 
reazione di unelettrone e di un positrone da parte della radiazione eletromagneti
a. Per la simmetria impostadal prin
ipio di Pauli tra stati o

upati e non o

upati, la presente teoria �e essenzialmentesimmetri
a tra elettroni e positroni. Otteremmo una teoria equivalente se supponessimo 
hei positroni sono parti
elle fondamentali e 
he quasi tutti gli stati di energia negativa per ipositroni risultassero o

upati interpretando per
i�o un bu
o nella distribuzione dei positroni
ome un elettrone ordinario.
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ampiLo stesso tipo di teoria vale an
he per qualunque tipo di parti
ella di spin 12 soddisfa
entel'equazione di Dira
 (6.62). A tutti i fermioni 
on una 
erta 
ari
a q �e quindi asso
iata unaparti
ella della stessa massa e di 
ari
a opposta detta an
he antiparti
ella (oppure, nel generi
o
aso di spin semintero, antifermione).Le equazioni di Dira
 hanno quattro soluzioni indipendenti, due di energia positiva (
heindi
hiamo 
on ua e ub) e due di energia negativa (va e vb). Poi
h�e dalle (6.62) si haub = 
� � pE +m
2ua ;al limite per p! 0 le due 
omponenti dello spinore ub sono nulle. Analogamente, per E < 0 siha: va = 
� � pE �m
2 vb ;e quindi, al limite per p! 0 sopravvivono solo le due 
omponenti di tipo b. Se rappresentiamole parti
elle mediante gli spinori a quattro 
omponentiu = " uaub # ; v = " vavb # ;allora, ri
ordando le de�nizioni di �1 e di �2 e il fatto 
he una funzione d'onda si pu�o s
omporrein  (x; t) =  1(x; t)�1 +  2(x; t)�2, possiamo s
rivere per le parti
elle (E > 0):26664 1000 37775 per ms = 12 ; 26664 0100 37775 per ms = �12 ;e per le antiparti
elle (E < 0):26664 0010 37775 per ms = 12 ; 26664 0001 37775 per ms = �12 ;Indi
hiamo ora generi
amente  = "  a b # = 26664  1 2 3 4 37775lo spinore a quattro 
omponenti (sia di energia positiva 
he negativa). Poi
h�e dalle de�nizionidi �1 e �2 si ha 
he le 
omponenti  a e di  b si trasformano in modo opposto rispetto alleri
essioni, introdu
endo la matri
e� = 26664 1 0 0 00 1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 37775 ;
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ritte sinteti
amenteP�1 P = � : (6.65)Poi
h�e per uno stato ad energia negativa al limite per p ! 0 le due 
omponenti inferiori sonole uni
he diverse da zero, �e evidente 
he l'antifermione ha parit�a opposta a quella del fermione.Ri
ordando 
he  a = 1p2('2 � '1) e 
he  b = 1p2('2 + '1) si pu�o s
rivere = 1p2 " '2 � '1'2 + '1 # ;e quindi � = 1p2 " '2 � '1�('2 + '1) # ;per 
ui  +� � ('+2 '1 + '+1 '2) =  +a  a �  +b  b :tale quantit�a �e quindi invariante rispetto alle trasformazioni di Lorentz, mentre  + non �einvariante in quanto 
ontinene termini del tipo '+2 '2 e '+1 '1. Inoltre  +� �e an
he invarianterispetto alle ri
essioni in quanto  +a  a e  +b  b hanno la stessa parit�a.�E poi possibile 
ostruire invarianti 
he 
ambiano segno rispetto alle ri
essioni (pseudos
alari)introdu
endo la matri
e 
5 = ��������� 0 0 0 10 0 1 00 1 0 01 0 0 0 ���������
he, avendo elementi diversi da zero solo lungo la diagonale se
ondaria ha la propriet�a di invertirela posizione delle quatrto 
omponenti dello spinore. Infatti
5 = �26664  4 3 2 1 37775 ;e quindi la quantit�a  +�
5 = �[ +1  4 +  +2  3 �  +3  2 �  +4  1℄
ambia segno rispetto alle ri
essioni in quanto  1 e  2 si trasformano in modo opposto rispettoa  3 e  4. Lo spinore  +� spesso viene indi
ato 
on � .Le equazioni di Dira
 si possono poi s
rivere nella forma di un'uni
a equazione nello spinoree quattro 
omponenti  . Tenuto 
onto 
heE "  a b # = E e 
he �m"  a� b # = �m� ;
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ampidopo aver introdotto le matri
i � = " 0 �� 0 # ;si ha: �� "  a b # = �� ; � = 1; 2; 3 :Per 
ui le equazioni di Dira
 si possono porre nella forma(
� � p+m
2�) = E : (6.66)Moltipli
ando quest'ultima equazione a destra per �i� e, tenuto 
onto 
he E = i~ ��t e 
hep� = �i~ ��x� , si ottiene: ��i��� �r+ � ��(
t)�+ �� = 0 :E in�ne, introdu
endo le quattro matri
i
0 = � ; 
� = ��� ; � = 1; 2; 3si giunge all'equazione di Dira
 in forma 
ovariante:(�i
i�i + �) = 0 :Come l'equazione di Klein-Gordon, an
he questa equazione pu�o essere ri
avata an
he dalleequazioni di Eulero tramite la densit�a di lagrangiana del 
ampo di Dira
L(x) = �12 � (�i
i�i + �) � 12(�i
i�i � + � � ) : (6.67)Notiamo 
he essendo � 
i�i una quantit�a invariante, allora � 
i si trasforma 
ome un quadri-vettore, mentre � 
i
5 si trasforma 
ome un quadrivettore assiale. Da 
i�o 
he �e stato detto,
on gli spinori a quattro 
omponenti e 
on le matri
i 
 �e possibile formare le seguenti 
orrenti:js = �  s
alare ;ips = � 
5 pseudos
alare ;jiv = � 
i vettoriale ;jia = � 
i
5 assiale ;jijt = � 
i
j tensoriale :Con
ludiamo questa breve dis
ussione sulla rappresentazione spinoriale dei fermioni osser-vando 
he, nel 
aso dei fermioni di massa nulla, si ha:(
� � p� E)'2 = (
� � p+ E)'1 = 0 :Tenuto 
onto 
he E = �
jpj, a se
onda 
he si tratti di una parti
ella o di una antiparti
ella,queste equivalgono all'uni
a equazione �� = �� ;
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he 91dove � = � � pjpjrappresenta l'operatore eli
it�a, 
io�e la 
omponente dello spin nella direzione della quantit�a dimoto. Quindi i fermioni di massa nulla sono in uno stato di eli
it�a de�nita e inoltre parti
ella eantiparti
ella hanno eli
it�a opposta e in questo 
aso possono essere rappresentate da spinori a duesole 
omponenti. Formalmente si pu�o 
ontinuare ad utilizzare gli spinori a quattro 
omponentiosservando 
he per m = 0 la (6.66) si ridu
e a:� � pjpj  = (  per E > 0� per E < 0 : (6.68)Poi
h�e, 
ome si veri�
a fa
ilmente, 
5 
ommuta 
on le �� (ma non 
on �), allora nel 
aso m = 0essa �e una 
ostante del moto. Essendo inoltre 
25 = I, i suoi autovalori sono �1. Se si spezza la in due parti tramite l'identit�a  =  L +  R ;dove  L = 12(1 + 
5) ; R = 12(1� 
5) ;allora gli autovalori 
5 sono dati dalle 
5 L =  L :
5 R = � R :Questi due autostati di 
5 rappresentano an
he stati di eli
it�a de�nita e opposta all'autovaloredi 
5: infatti, l'equazione (6.68) diventa:�
5� � pjpj L;R = �
5 L;R = � L;R : (6.69)Poi
h�e si ha 
he 
5� = " � 00 � # ;la (6.69) diventa " � 00 � # pjpj L;R = " � 00 � # L;R = � L;R
he rappresenta due equazioni identi
he all'equazione �� = ��. Per stabilire se un dato fermionedi massa nulla �e destro o sinistro (se 
io�e �e rappresentato da  R o  L), bisogna misurare la
omponente del suo spin nella direzione del moto. Notiamo in�ne 
he P anti
ommuta 
on� e quindi i fermioni di massa nulla non hanno parit�a de�nita. In tutte le reazioni in 
uiintervengono tali parti
elle la parit�a non pu�o allora essere un buon numero quanti
o (
io�e nonsi 
onserva sempre).
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ampi6.5.3 Il 
ampo s
alare 
ari
oConsideriamo un 
ampo s
alare 
ari
o a due gradi di libert�a interni 
osituiti dalle funzionireali di 
ampo �1(x) e �2(x). La lagrangiana del 
ampo libero in questo 
aso �eL = �12 2X�=1(�j���j�� + �2�2�) : (6.70)Introdu
endo il 
ampo s
alare 
omplesso�(x) = �1(x) + i�2(x)��(x) = �1(x)� i�2(x)la densit�a di lagrangiana diventa:L = �12(�i���i�+ �2���) : (6.71)Le equazioni di 
ampo possono essere dedotte dalle equazioni di Eulero-Lagrange e sono:[2+ �2℄�(x) = 0[2+ �2℄��(x) = 0 : (6.72)La lagrangiana di 
ampo �e 
hiaramente invariante per la trasformazione di gauge globale�0(x) = ei"e�(x) = (1 + i"e)�(x)�0�(x) = e�i"e�(x) = (1� i"e)��(x) (6.73)e la 
onseguente 
orrente 
onservata, 
he si ri
ava dalla (6.71) e dalla (6.30), 
he ri
ordiamoessere ji = ie� �L�(�i�)�� �L�(�i��)��� ;�e ji(x) = ie(��(x)�i�(x)� �(x)�i��(x)) : (6.74)Per ri
avare le equazioni del 
ampo elettromagneti
o in interazione 
on il 
ampo s
alare 
ari
o,�e ne
essario s
rivere la densit�a di lagrangiana totale nella formaL(x) = Lem(x) + Ls(x) + Lint(x) ;dove Lem(x) = �12FijF ij , Ls(x) �e la densit�a di lagrangiana del 
ampo libero data dalla (6.71) eLint(x) �e la lagrangiana di interazione dipendente da entrambi i 
ampi.Osserviamo innanzitutto 
he, mentre Lem �e invariante rispetto alla trasformazione di gaugeA0i(x) = Ai(x) + �ig(x), 
on g(x) 
ampo s
alare arbitrario, Ls �e invariante rispetto alla trasfor-mazione di gauge globale ma non rispetto alla trasformazione di gauge lo
ale�0(x) = �(x)eie�(x) : (6.75)
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he 93Un metodo per 
ostruirsi Lint(x) �e quello di imporre 
he la lagrangiana totale sia invarianterispetto alle trasformazioni �0(x) = �(x)eie�(x)A0i(x) = Ai(x) + �i�(x) : (6.76)Inoltre, Lem e il termine di massa �2��� 
he 
ompare nella (6.71) sono 
hiaramente invariantirispetto alle (6.76); il termine 
he non �e invariante �e il primo della (6.71), infatti:�i�0(x) = eie�(x)�i�(x) + ie�(x)eie�(x)�i�(x)= eie�(x)[�i + ie�i�(x)℄�(x) :Sostituendo allora in Ls al posto di �i la derivata 
ovariante de�nita daDi = �i � ieAi(x) ;si ottiene 
he Ls(x) + Lint(x) = �12 [(�i + ieAi)��(�i � ieAi)�+ �2��℄�e invariante rispetto alle (6.76). Sottraendo da quest'ultima la (6.71) si ottieneLint(x) = ji(x)Ai(x) ;dove ji(x) = ie(�(x)Di���(x)� ��(x)Di�(x)) :Ora L permette di ri
avare tramite le equazioni di Eulero-Lagrange sia l'equazione del 
ampoeletttromagneti
o, sia quella del 
ampo s
alare 
ari
o in interazione 
on il 
ampo elettroma-gneti
o.Il pro
edimento pu�o essere utilizzato an
he per un 
ampo di Dira
 in interazione 
on un
ampo elettromagneti
o. Infatti, an
he il termine di massa della lagrangiana del 
ampo di Dira
(6.67) �e invariante rispetto alle (6.76), a meno di sostituire  al posto di �. Quindi, sostituendonella (6.67) Di al posto di �i e sottraendo dal risultato ottenuto la lagrangiana libera nella forma(6.67), si ottiene 
he la densit�a di lagrangiana di interazione fra il 
ampo fermioni
o e il 
ampoelettromagneti
o ha an
ora la forma di una somma di lagrangiane relative a 
ias
un 
ampo, ma
on ji = ie � 
i :Questa rappresenta la giusta 
orrente vettoriale fermioni
a da a

oppiare al 
ampo vettorialeAi per formare una lagrangiana s
alare.6.5.4 I bosoni intermediIl metodo 
on il quale sono stati introdotti i 
ampi 
ari
hi 
ome sorgenti del 
ampo elet-tromagneti
o pu�o essere esteso e generalizzato. Sia  � un qualunque 
ampo rappresentante uninsieme di parti
elle della stessa massa e 
aratterizzate da un 
erto numero di gradi di libert�a
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ampiinterni. Per 
ostruire una teoria nella quale la lagrangiana Lm risulti invariante rispetto allatrasformazione di gauge lo
ale  0�(x) = e�igTk�k(x) � ;dove g �e una 
ostante e Tk sono gli n generatori di un 
erto gruppo di trasformazioni, bisognautilizzare il seguente metodo. Poi
h�e Lm dipende sia dalle  � 
he dalle sua derivate �j �,per rendere invariante la parte dipendente da  �, 
he generalmente �e 
ontenuta nel termine dimassa, basta non far 
omparire nella lagrangiana termini del tipo  � � o  �� ��, ma solo terminidel tipo  �� �. Per rendere invariante la parte dipendente dalle derivate, �e inve
e ne

essariointrodurre tanti 
ampi vettoriali A�i , 
on � = 1; : : : ; n, quanti sono i generatori del gruppo Ti.Se tali 
ampi sono invarianti rispetto ad una trasformazione di gauge opportuna, e quindi nondovendo 
ontenere termini di massa devono avere massa nulla, allora, sostituendo in Lm al postodelle �i le derivate 
ovarianti Di = �i � igA�i T� ;si ottiene una lagrangiana invariante per traformazioni di gauge lo
ali e una teoria di gauge.Naturalmente, per ottenere la lagrangiana totale e da questa, tramite le equazioni di Eulero-Lagrange, le equazioni per i 
ampi, �e ne
essario aggiungere alla Lm 
ostruita 
on questo metodoan
he la lagrangiana dei 
ampi liberi A�i . Le parti
elle vettoriali di massa nulla rappresentatedai 
ampi di gauge A�i sono dette bosoni intermedi o bosoni di gauge. Nel 
aso del 
ampo elet-tromagneti
o l'invarianza di gauge �e supportata dalle trasformazioni unitarie in una dimensioneU(1) (gruppo abeliano ad un solo parametro). Il gruppo delle trasformazioni unitarie unimo-dulari in due dimensioni SU(2), appli
ato ad una variabile interna dei leptoni e dei quark, dettaspin isotopi
o debole, fornis
e il pi�u re
ente modello delle interazioni eletromagneti
he e deboli
he prevede, oltre al fotone, altri tre bosoni intermedi: W� e Z0. Il gruppo unitario unimodu-lare in tre dimensioni SU(3) appli
ato ad una variabile interna dei quark detta 
ari
a di 
olore,fornis
e inve
e il modello pi�u attendibile per le interazioni forti.



Capitolo 7Le onde elettromagneti
he7.1 L'equazione delle ondeOra vogliamo determinare la soluzione pi�u generale delle equazioni di Maxwell nel vuoto,
io�e dove non 
i sono n�e 
ari
he n�e 
orrenti, e far vedere 
he essa rappresenta delle onde 
he sipropagano 
on velo
it�a 
.Nel vuoto, dove il quadrivettore 
orrente �e identi
amente nullo, le equazioni di Maxwellassumono la forma "ijkl�jFkl = 0 ;�jF ij = 0 :Tuttavia, per i nostri s
opi, 
onverr�a esprimere il primo gruppo di equazioni in termini delquadripotenziale: F ij = �iAj � �jAi ;�jF ij = 0 :Sostituendo allora l'espressione di F ij in termini del quadripotenziale nel se
ondo gruppo diequazioni otteniamo: �j [�jAi℄� �i[�jAi℄ = 0 :Ri
ordiamo ora 
he il quadripotenziale si pu�o sempre pensare de�nito a meno di un'arbi-traria trasformazione di gauge, Âj = Aj+�jf , dove f �e una qualsiasi funzione delle 
oordinate, edi 
onseguenza �e possibile imporre sul potenziale una 
ondizione supplementare, detta 
ondizionedi gauge.Possiamo allora utilizzare l'invarianza di gauge per imporre la seguente 
ondizione sus-sidiaria sul potenziale, 
he ri
ordiamo essere la gauge di Lorentz:�jAj = 0 ;
on questa gauge, dalle equazioni di Maxwell otteniamo:�j�jAi = 0 ;�iAi = 0 :Ri
onos
iamo ora 
he �j�j = � 1
2 �2�t2 �r2� = 2 ;95
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hepertanto possiamo ris
rivere le pre
edenti equazioni nella forma2Ai(x) = 0 ;�iAi(x) = 0 : (7.1)7.2 Soluzione generale dell'equazione delle ondePrima di dis
utere la soluzione generale di tali equazioni, 
onsideriamo il 
aso parti
olarein 
ui il quadripotenziale sia indipendente dalle 
oordinate y e z. In questo 
aso, le 
omponentidel potenziale soddisfano l'equazione di D'Alambert unidimensionale:� 1
2 �2�t2 � �2�x2 � g(x; t) = 0 :La soluzione generale di questa equazione �e una funzione del tipog(x; t) = g1(x� 
t) + g2(x+ 
t) ;
io�e risultante dalla sovrapposizione di due onde 
he si propagano lungo l'asse x 
on velo
it�a 
,ma in versi opposti.Per determinare la soluzione generale delle equazioni (7.1) useremo il metodo della trasfor-mata di Fourier. Rappresentiamo allora la generi
a 
omponente Ai(x) 
ome un integrale diFourier Ai(x) = 1(2�)2 Z d4k F i(k)e�ikjxj ;dove k �e una variabile quadridimensionale: k � (k0; k1; k2; k3), e F i(k) �e la trasformata diFourier di Ai(x): F i(k) = 1(2�)2 Z d4xAi(x)eiklxl :Vogliamo ora determinare quali sono le leggi di trasformazione delle F i(k), indotte dalfatto 
he le A0(x) si trasformano 
ome dei 
ampi quadrivettoriali. Limitiamo
i per sempli
it�aal 
aso delle trasformazioni di Lorentz delle 
oordinate quadridimensionali (es
ludendo 
io�e letraslzioni): x0i = �ijxj :In 
orrispondenza, il quadripotenziale sar�a soggetto alla trasformazioneA0i(x) = �ijAj(x) ;possiamo allora s
rivereA0i(x0) = �ijAj(x) = 1(2�)2 Z d4x�ijF je�iklxl ; (7.2)ma abbiamo an
he 
he A0i(x0) = 1(2�)2 Z d4k0 F 0i(k0)e�k0lx0l : (7.3)
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he, se de�niamo k0i = �ijkj , tenendo 
onto del legame tra x0 e x, possiamos
rivere k0lx0l = klxl ;inoltre, abbiamo 
he d4k0 = jDet �jd4k = d4k ;per 
ui oteniamo: A0i(x0) = 1(2�)2 Z d4kF 0j(�k)e�iklxl : (7.4)Confrontando le due diverse espressioni (7.2) e (7.4) per le 
omponenti A0i(x), possiamos
rivere F 0l(�k) = �ijF j(k) :Dunque la trasformata di Fourier F i(k) di Ai(x) per trasformazioni di Lorentz si trasforma 
omeun 
ampo vettoriale nella variabile quadridimensionale k.Vediamo ora quale forma assumono le equazioni di partenza sostituendo agli Ai(x) le lororappresentazioni in integrali di Fourier. Abbiamo:�lAi(x) = 1(2�)2 Z d4k F i(k) ��xl e�ikjxj = 1(2�)2 Z d4k F i(k)(�ikl)e�ikjxj ;per 
ui�l�lAi(x) = 1(2�)2 Z d4k F i(k)(�ikl) ��xl e�ikjxj = 1(2�)2 Z d4k F i(k)(�klkl)e�ikjxj :Pertanto, posto k2 = klkl = k20 � jk2j, possiamo s
rivere la prima equazione nella forma2Ai(x) = � 1(2�)2 Z d4k k2F i(k)e�iklxl = 0 :�E allora immediato veri�
are 
he l'ultima equazione s
ritta �e equivalente all'equazionek2F i(k) = 0 ;
he non �e pi�u un'equazione di�erenziale, ma una sempli
e equazione algebri
a.Con ragionamenti analoghi si pu�o ris
rivere la se
onda equazione nella forma�iAi(x) = � i(2�)2 Z d4k F i(k)kieikjxj = 0 ;da 
ui �e immediato ri
avare kiF i(k) = 0 :Dal sistema iniziale siamo qundi passati al sistemak2F i(k) = 0 ;kiF i(k) = 0 ;
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hedove la prima delle equazioni ottenute 
i di
e 
he F i(k) �e nulla ovunque, tranne per i punti dovesi annulla k2; tali punti 
ostituis
ono un iper
ono nello spazio quadridimensionale; ma nellospazio quadridimensionale l'iper
ono ha misura nulla per 
ui, se F i(k) �e una funzione ordinaria,sarebbe nulla quasi ovunque, e quindi l'integraleAi(x) = 1(2�)2 Z d4k F i(k)eiklxjdovrebbe essere nullo per ogni z, il 
he non 
orrsisponde alla situazione �si
a 
he vogliamodes
rivere. Siamo per
i�o 
ostretti a ri
orrere alla distribuzioni.Si tratta ora di trovare la pi�u generale distribuzione F i(k) il 
ui supporto sia 
ontenutonell'iper
ono di equazione k2 = 0 e 
he risolva l'equazione simboli
ak2F i(k) = 0 :Tale distribuzione deve inoltre trasformarsi, per la trasformata di Lorentz, 
ome un 
ampoquadrivettoriale: F 0i(�k) = �ijF j(h) :Si dimostra allora 
he il supporto di tale distribuzione deve essere invariante per traformazionidi Lorentz; 
i�o signi�
a 
he F i(k) pu�o avere per supporto l'intero iper
ono o solamente l'origine.Distribuzioni 
he abbiano per supporto il 
ono k2 = 0 sonoÆ(k2) ; ddk2 Æ(k2)e le derivate su

essive. Distribuzioni 
he abbiamo supporto solamente nell'origine sonoÆ(4)(k) ; ��ki Æ4(k) ;dove Æ4(k) = Æ(k0)Æ(k1)Æ(k2)Æ(k3), e le derivate su

essive.Osserviamo 
he, in generale, le quantit�adn(dk2)n Æ(k2)non sono distribuzioni di k2F i(k) = 0 per
h�e per n � 1 si hak2 dn(dk2)n Æ(k2) 6= 0 ;e dunque devono essere s
artate. Ri
hiedendo in pi�u 
he Ai(x)! 0 asintoti
amente in direzionidi tipo spazio, si possono es
ludere an
he tutte le derivate di Æ4(k) 
he siano eventualmentesoluzioni dell'equazione k2F i(k) = 0. Pertanto la forma pi�u generale della distribuzione 
er
ata�e, 
on la 
ondizione asintoti
a spe
i�
ata,F i(k) = Gi(k0;k) Æ(k2) ;kiGi(k0;k) Æ(k2) = 0 :Tenendo presente la prima, la se
onda diventa:kiGi(k0k) = 0 ;
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he k2 = 0.La soluzione generale pertanto ha la formaF i(k) = [Gi(k0) Æ(k2)℄kiGi=0 :In 
orrispondenza, per Ai(x) avremoAi(x) = 1(2�)2 Z d4k Gi(k0;k) Æ(k2)e�iklxl :Ri
ordando 
he dalla teoria delle distribuzioni si haÆ(k2) = Æ(k20 � jkj2) = 12jkj(Æ(k0 � jkj) + Æ(k0 + jkj)) ;sostituendo nell'espressione di Ai(x) e integrando su k0 si ottieneAi(x) = 1(2�)2 Z d3k dk02jkj(Æ(k0 � jkj) + Æ(k0 + jkj))Gi(k0;k)e�iklxl= 1(2�)2 Z d3k 12jkj (Gi(jkj;k)e�ijkj
tek�x +Gi(�jkj;k)eijkj
teix�x) :Posto Gi�(k) = Gi(�jkj;k), possiamo s
rivereAi(x) = 1(2�)2 Z d3k 12jkj(Gi+(k)ei(k�x�jkj
t) +Gi�(k)ei(k�x+jkj
t)) :Riprendiamo ora la 
ondizione kiGi(k) = 0, 
he espli
itata diventa:k0G0 = k �G ;da 
ui G0� = k �G�k0 = �k �G�(k)jkj :In forma 
ompatta la soluzione generale delle equazioni di Maxwell nel vuoto (e 
on la gauge diLorentz) si pu�o s
rivereAi(x) = 1(2�)2 �Z d3k 12jkjeik�x(Gi+(k)e�ijbskj
t +Gi�(k)eijkj
t� k2=0kiGi=0 :Tale soluzione pu�o essere pensata 
ome una sovrapposizione di un'in�nit�a di onde elementaridel tipo Aiel(x) = [Gi(�)(k)e�iklxl ℄ k2=0kiGi=0 :tag3Vediamo ora 
ome espli
itare la soluzione parti
olare soddisfa
ente a determinate 
ondizioniiniziali, partendo da quella generale. Consideriamo ad esempio l'iperpiano di equazione t = 0 esu di esso assegnamo le seguenti 
ondizioni:Ai(x; 0) ; ��tAi(x; 0) :
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heA partire da 
i�o vogliamo determinare le funzioni Ai(x; t) per ogni valore di t. Per t = 0 lasoluzione generale dell'equazione d'onda diventaAi(x; 0) = 1(2�)2 Z d3k 12jkjeik�x(Gi+(k) +Gi�(k)) ;e la sua derivata rispetto al tempo �e��tAi(x; 0) = �i
(2�)2 Z d3k12eik�x(Gi+(k)�Gi�(k)) :Uguagliando allora queste due espressioni alle 
ondizioni assegnate e fa
endo l'antitrasformatadi Fourier di entrambe, �e possibile determinare le funzioni Gi+(k) e Gi�(k), e 
on 
i�o la soluzioneparti
olare 
er
ata. Le 
ondizioni iniziali sono 
ompletamente arbitrarie: in parti
olare, pos-siamo s
egliere Ai(x; 0) e �tAi(x; o) diversi da zero solo in una regione �nita dello spazio. Cos��fa
endo si ottengono i 
osiddetti pa

hetti d'onda. Quanto detto ha validit�a generale, e si appli
aogniqualvolta si ha a 
he fare 
on un'equazione di�erenziale lineare. Nel nostro 
aso l'equazioneera del se
ondo ordine nel tempo, e quindi o

orrevano due 
ondizioni iniziali.Se inve
e avessimo avuto un'equazione del tipo� ��t � !r0� f(x; t) = 0 ;la soluzione generale avrebbe avuto la formaf(x; t) = 1(2�)2 Z d3k eik�xg(k)ei!(k)t ;e per determinare la soluzione parti
olare sarebbe bastata in questo 
aso la sola 
ondizioneiniziale f(x; 0).7.3 Propriet�a delle onde elettromagneti
heIn questo paragrafo dimostreremo 
he le ande elementari del paragrafo pre
edente godonodelle seguenti propriet�a:i. sono onde piane,ii. sono onde 
he si muovono 
on velo
it�a 
 nella direzione k,iii. sono onde mono
romati
he,iv. sono onde polarizzate trasversalmente,v. sono tali 
he jEj = jH j e 
he E ?H .i. Consideriamo allora il primo punto. �E immediato veri�
are 
he l'onda ha lo stesso valore ela stessa fase in tutti i punti x dello spazio quadridimensionale, per 
ui possiamo porreklxl = � ;
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he 101dove � �e una 
ostante pre�ssata, 
io�e k0
t� k � x = �. Se poi �ssiamo an
he il valore di t,ossia 
i poniamo in un dato istante di tempo, otteniamo:k � x = 
ost ;ma questa �e proprio l'equazione di un piano normale al vettore k. Pertanto, in un datoistante, le onde hanno la stessa fase in tutti i piani normali al vettore k.ii. Mediante una pura rotazione spaziale possiamo por
i in un riferimento inerziale 
on k nelladirezione e verso dell'asse x. Allora possiamo s
rivere:k � (jkj; 0; 0)e l'onda ha lo stesso valore e la stessa fase per tutte le x tali 
hejkjx� k0
t = 
ost :Ri
ordando 
he deve essere k20 = jkj possiamo s
riverejkj(x� 
t) = 
ost :Ma 
i�o signi�
a 
he il piano di fase si propaga 
on velo
it�a 
 parallelamente all'asse x, inverso dis
orde o 
on
orde a se
onda 
he valga il segno + o il segno -.iii. Mettiamo
i sempre nel riferimento in 
ui K �e diretto lungo l'asse x, per 
ui l'onda assumelo stesso valore in tutti i punti soddisfa
enti l'equazionejkjx� 
t = 
ost :Mettiamo
i poi ad un �ssato istante di tempo �t. L'onda sar�a allora una funzione periodi
adella variabile x, in quanto assumer�a lo stesso valore ogni volta 
he la fase varia di 2�. Sex e x0 sono due punti 
onse
utivi dove l'onda all'istante t ha lo stesso valore , allora deveessere jkjx0 � 
k0�t = jkjx� 
k0�t = 2� ;
io�e x0 � x = 2�jkj :Si tratter�a pertanto di un'onda mono
romati
a di lunghezza d'onda� = 2�jkj :Se poi teniamo 
ome variabile indipendente il tempo e 
i poniamo in un �ssato punto(�x; �y; �z) dello spazio, possiamo 
al
olar
i an
he il periodo e la frequenza dell'onda. Questavolta l'onda sar�a una funzione periodi
a della variabile t, riassumendo lo stesso valore ogniqualvolta la fase varia di 2�. Detti allora t e t0 due istanti 
onse
utivi in 
ui l'onda assumelo stesso valore, deve essere !kj�x� k0
t0 = jkj�x� k0
t� 2� ;
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hee quindi t0 � t = 2�ko
 :Pertnato il periodo temporale dell'onda sar�a dato daT = 2�jk0j
 = 2�jkj
 = �
 ;e la sua frequenza da � = 1T = jkj
2� = 
� :iv. Per mostare 
he l'onda �e polarizzata trasversalmente, 
al
oliamo i 
ampi elettri
o e mag-neti
o e fa

iamo vedere 
he i vettoriE e H sono entrambi sempre normali a k, 
io�e 
herisulta sempre E � k = 0 e H � k = 0. Prima di pro
edere, notiamo 
he la 
on
lusione pu�oessere ottenuta an
he direttamente sostituendo l'espressione generale dei 
ampi elettri
i emagneti
i elementari E = E0e�k�x e H = H0e�ik�x nelle due equazioni di Maxwell nelvuoto r � E = 0 e r �H = 0. Utilizziamo 
omunque il formalismo quadrivettoriale pergiungere alla stessa 
on
lusione. Per il tensore elettromagneti
o abbiamo:F ij = �iAj � �jAi = �i(kiGj � kjGi)e�ik�x ;e per i 
ampi E� = F�0 = �i(k�G0 � k0G�)e�i�x ;H� = 12"��
F �
 = � i2"��
(k�G
 � k
G�)e�ik�x= �i"��
k�G
e�ik�x = ie�ik�x(k �G)� :Pertanto, ri
ordando 
he G0k0 = G � k, abbiamoE � k = �ie�ik�x 3X�=1(k�Go � k0G�)k� = �ie�ik�x(jkj2G0 � k0G � k)= �ie�ik�x 1k0 (jkj2 � k20)G � k) = 0 ;H � k = (k �G)ie�ik�xk = 0 :v. Fa

iamo ora vedere 
he i 
ampi elettri
o e magneti
o, 
al
olati nello stesso punto x dellospazio quadridimensionale, sono uguali in modulo ed ortogonali. In altre parole vogliamodimostrare 
he H2 �E2 = 0 ;E �H = 0 :Ri
ordiamo o questo proposito 
heF ijFij = 2(H2 �E2) ;"ijklFijFkl = �8E �H :
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he 103Basta quindi far vedere 
he risulta F ijFij = 0 ;"ijklFijFkl = 0 :Per la prima relazione abbiamo:e2iklxlF ijFij = (kiGj � kiGi)(kiGj � kjGi) = �(kiGi � kjGi)(2kiGj)= �2(k2G2 � (kiGi)2) = 0 ;mentre per la se
onda, abbiamo:e2iklxl"ijklFijFkl = �"ijkl(kiGj � kjGi)(kkGl � klGk)= �4"ijklkikkGjGl = 0 :7.3.1 L'e�etto DopplerPer �nire, dis
utiamo brevemente l'e�etto Doppler. Sia S una sorgente di onde elettromag-neti
he in movimento 
on velo
it�a v rispetto ad un osservatore inerziale K. Sia � la frequenzadi tali onde misurata in K e �0 la frequenza propria di tali onde, misurata nel sistema a riposoK0 di S. Dalle formule delle trasformazioni di Lorentz si ha:k00 = 
(k0 � �k 
os�) ;dove � = jvj=
, k = jkj e � �e l'angolo tra v e k. Poi
h�e k0 = k = 2��=
, dalla pre
edenteequazione si ha � = 1
(1� � 
os�)�0 ;
he �e la formula dell'e�etto doppler.



Capitolo 8Coniugazione di 
ari
a, parit�a einversione del tempo8.1 La 
oniugazione della 
ari
aSappiamo 
he tutte le parti
elle sono rappresentate da una funzione di 
ampo  (x) le 
uipropriet�a di trasformazione dipendono dalle 
aratteristi
he intrinse
he della parti
ella stessa.Tale funzione pu�o essere reale o 
omplessa. Se la funzione di 
ampo  (x) �e 
omplessa, alloraoltre alla parti
ella esiste an
he l'antiparti
ella 
he ha la stessa massa e lo stesso spin ed �erappresentata essenzialmente dal 
ampo 
omplesso 
oniugato  �(x). Se la funzione di 
ampo �ereale, allora parti
ella e antiparti
ella 
oin
idono.In generale tutti i fermioni (barioni e leptoni) sono rappresentati da funzioni spinoriali
he sono entit�a 
omplesse, per 
ui essi hanno un'antiparti
ella distinta da se stessi. Il fotonee l'antifotone inve
e 
oin
idono in quanto le 
omponenti del 
ampo elettromagneti
o Ai(x)sono delle quantit�a reali. I bosoni 
ari
hi hanno tutti un'antiparti
ella distinta, 
os�� il �� �el'antiparti
ella del �+, il K� del K+, la %� della %+, e

. Diverso �e inve
e il dis
orso per ibosoni neutri, in quanto al
uni di essi, 
ome il fotone e il �0, sono antiparti
elle di se stessi,mentre altri, 
ome il K0, hanno una antiparti
ella distinta ( �K0) e quindi sono rappresentati dafunzioni di 
ampo 
omplesse.La 
oniugazione di 
ari
a �e l'operazione 
he 
onsiste nel sostituire ovunque nelle equazionidel moto le parti
elle 
on le antiparti
elle e vi
eversa. Indi
ando 
on C l'operatore unitario 
hetrasforma una parti
ella nella sua antiparti
ella, nel 
aso di un 
ampo s
alare s
ari
o �(x) si ha:C�(x)Cy = �C��(x) ; C��(x)Cy = ��C�(x) ; (8.1)da 
ui si ottiene: C(C�(x)Cy)Cy = �CC��(x)Cy = j�C j2�(x) = �(x) ;per 
ui �C �e un numero di modulo unitario. Notiamo 
he, poi
h�e l'antiparti
ella ha 
ari
aopposta a quella della parti
ella, dalle equazioni 
he fornis
ono la stranezza s e l'iper
ari
a y diuna parti
ella s = 2�q � t3 � N2 � = y �N ; y = 2(q � t3) ;104



8.1 La 
oniugazione della 
ari
a 105(dove q �e la 
ari
a, t3 la terza 
omponente dello spin isotopi
o ed N il numero barioni
o, e
io�e il numero di barioni meno il numero di antibarioni) si ri
ava 
he gli antiadroni devono averestranezza e terza 
omponente dello spin isotopi
o opposte a quelle dei 
orrispondenti adroni. Gliadroni 
he sono rappresentati da funzioni di 
ampo reali devono avere stranezza e spin isotopi
onulli.Nel 
aso dei 
ampi spinoriali l'operazione di 
oniugazione di 
ari
a �e pi�u 
ompli
ata.8.1.1 La 
oniugazione di 
ari
a in elettrodinami
a�E fa
ile rendersi 
onto 
he la lagrangiana del 
ampo elettromagneti
o in presenza di unasorgente s
alare, data da L(x) = Lem(x)+Ls(x)+Lint(x), �e invariante ripetto alla trasformazione(8.1) pur
h�e CAi(x)Cy = �Ai(x) : (8.2)Inoltre, da ji(x) = ie[��(x)�i�(x)� �(x)�i��(x)℄ si ha an
he 
heCji(x)Cy = �ji(x) : (8.3)In generale si pu�o poi dimostrare 
he la lagrangiana del 
ampo elettromagneti
o �e invarianterispetto alla 
oniugazione di 
ari
a an
he se la sorgente �e di tipo spinoriale. Possiamo allora
on
ludere 
he [C;Hem℄ = 0 ;dove Hem �e l'hamiltoniano del 
ampo elettromagneti
o, per 
ui l'operatore C pu�o essere diago-nalizzato assieme ad Hem e il suo autovalore, 
hiamato parit�a di 
ari
a (o C-parit�a) si 
onservanelle interzioni elettromagneti
he.A 
ausa della (8.3), se indi
hiamo 
on Q l'operatore 
ari
a elettri
a, si ottiene 
heCQCy = �Q ; (8.4)e di 
onseguenza gli uni
i stati di 
ari
a de�nita 
he sono an
he autostati di C sono quelli per iquali Q = 0.Fa

iamo al
uni esempi. Consideriamo dapprima lo stato di n fotoni: per la (8.2) si ottieneCjn
i = (�1)njn
i ; (8.5)
io�e uno stato 
on un numero quanti
o pari di fotoni ha parit�a di 
ari
a 1, mentre uno stato 
onun numero dispari di fotoni ha parit�a di 
ari
a �1.Consideriamo poi un sistema 
ostiuito da un bosone b e da un antibosone �b. Si ottiene:Cjb+�bi = j�b+ bi ;dove il segno a se
ondo membro �e determinato dalle propriet�a di simmetria dello stato dei duebosoni. S
ambiando ora le posizioni e gli spin delle due parti
elle, dobbiamo moltipli
are per(�1)l per lo s
ambio della posizione e per (�1)s per lo s
ambio degli spin e si ottiene:j�b+ bi = (�1)l+sjb+�bi ; (8.6)
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ari
a, parit�a e inversione del tempodove l �e il momento angolare relativo ed s �e lo spin totale del sistema. QuindiCjb+�bi = (�1)l+sjb+�bi : (8.7)Consideriamo in�ne un sistema 
osituito da un fermione f e da un antifermione �f . Perl'antisimmetria dello stato si ha: Cjf + �fi = �j �f + fi :S
ambiando la posizione e gli spin 
ome prima, si ottiene:jf + �fi = �(�1)l+sj �f + fi ; (8.8)e di 
onseguenza an
he in questo 
asoCjf + �fi = (�1)l+sjf + �fi : (8.9)Mediante le relazioni (8.5), (8.7) e (8.9) si possono poi ri
avare le regole di selezione.�E noto 
he il �0 de
ade in due 
. Poi
h�e il �0 �e un autostato di C, allora per la (8.5) deveessere Cj�0i = j�0i ; (8.10)
io�e la parit�a di 
ari
a del �0 �e 1.Una 
oppia elettrone-positrone pu�o formare uno stato 
hiamato positronio; nello stato 1S0(l = 0, s = 0), l'autovalore di C del positronio �e 1 (basta ri
ordare la (8.9) e quindi, per la (8.5)deve de
adere in un numero pari di fotoni. Nello stato 3S1 (l = 0, s = 1) deve inve
e de
aderein un numero dispari di fotoni.8.1.2 La 
oniugazione di 
ari
a nelle interazioni fortiMentre l'invarianza dell'elettromagnetismo rispetto alla 
oniugazione di 
ari
a �e palese, nel
aso delle interazioni forti tale invarianza viene inve
e postulata. L'esperienza dimostra infatti
he in tutti i pro
essi forti 
he provo
ano transizioni fra stati di parit�a di 
ari
a de�nita, questasi 
onserva.Uno dei sistemi adroni
i a parit�a di 
ari
a de�nita pi�u interessanti �e quello formato daun protone e da un antiprotone. La parit�a di 
ari
a di tale distema dipende dal suo momentoangolare orbitale e dal valore dello spin totale (equazione (8.9)). Nell'urto nu
leone-antinu
leonesi possono ottenere stati �nali di pi�u pioni. Per la 
onservazione della 
ari
a, i possibili statisono: p+ �p! �0 + �0! �+ + ��! �0 + �0 + �0! �+ + �� + �0 : (8.11)
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o 107Tenendo 
onto 
he il �0 ha parit�a di 
ari
a positiva e 
he quella della 
oppia �+ + �� �e (�1)l,mediante il prin
ipio di 
onservazione della parit�a di 
ari
a si possono determinare delle regoledi selezione fra i pro
essi (8.11). Senza riportare la tabella 
ompleta di tutti i 
asi possibili,
onsideriamo 
ome esempio la prima reazione delle (8.11). Se l'anni
hilazione avviene in unostato 3S1, la parit�a di 
ari
a dello stato iniziale �e negativa ed essendo quella dello stato �nalepositiva tale pro
esso �e proibito. Se l'anni
hilazione avviene inve
e nello stato 1S0, la parit�adi 
ari
a dello stato iniziale �e positiva e la reazione, per la parit�a di 
ari
a, sarebbe 
onsentita.�E inve
e proibita dalla 
onservazione della parit�a spaziale e del momento angolare: infatti, laparit�a spaziale dello stato iniziale �e uguale a -1, in quanto gli antifermioni hanno parit�a opposta aquella dei fermioni, mentre quella dello stato �nale �e (�1)l, 
he �e negativa solo per l dispari e 
i�o�e impossibile sia per la 
onservazione del momento angolare totale (lo stato iniziale ha momentoangolare nullo), sia per il fatto 
he la funzione d'onda di due pioni identi
i deve essere simmetri
arispetto allo s
ambio delle loro posizioni. Quindi l'anni
hilazione protone-antiprotone negli stati3S1 ed 1S0 non pu�o avvenire in due pioni neutri.8.1.3 La 
oniugazione di 
ari
a nelle interazioni deboliSi pu�o fa
ilmente vedere 
he, se i neutrini hanno un'eli
it�a de�nita, non solo la parit�aspaziale, ma an
he la parit�a di 
ari
a non si 
onserva nelle interazioni deboli. Infatti, l'azionedell'operatore C �e quella di trasformare una parti
ella nella sua antiparti
ella senza variarnel'eli
it�a. I neutrini levogiri verrebbero quindi trasformati in antineutrini levogiri, 
he non sonomai stati trovati in natura. I pro
essi �si
i 
he 
oinvolgono i neutrini e, in generale, tutti ipro
essi 
he avvengono tramite interazioni deboli, violano quindi la C-parit�a. Come vedremo,l'appli
azione dell'inversione spaziale e della 
oniugazione di 
ari
a produ
e pro
essi �si
amentepossibili. In questo modo fermioni levogiri vengono trasformati in antifermioni destrogiri 
heinteragis
ono 
on uguale intensit�a.
8.2 Il numero barioni
oAssegnando ad ogni reazione i seguenti valori del numero barioni
o N : N = 1 per ogni barione,N = �1 per ogni antibarione e N = 0 per tutte le altre parti
elle adroni
he e leptoni
he, l'espe-rienza dimostra 
he il numero barioni
o totale, de�nito 
ome la somma dei numeri barioni
i ditutte le parti
elle del sistema, si 
onserva in tutte le interazioni forti, deboli ed elettromagneti
he.Se N si 
onserva, sono rigorosamente vietate reazioni del tipop! e+ + 
 ; p! �+ + 
 ; p! �0 + e+ ;per 
ui la stabilit�a del protone sarebbe una 
onseguenza della 
onservazione del numero barion-i
o. Il limite sperimentale della vita media del protone �e � > 5:5 � 1032 anni.
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ari
a, parit�a e inversione del tempo8.3 I numeri leptoni
iSe si assegna ad ogni leptone un numero leptoni
o Le, un numero leptoni
o L� e un numeroleptoni
o L� , l'esperienza dimostra 
he i numeri leptoni
i, de�niti 
ome somma dei numerileptoni
i di tutte le parti
elle del sistema, si 
onservano separatamente. La somma L = Le +L�+L� �e detta sempli
emente numero leptoni
o e gli Ll indi
ano 
ias
uno una delle tre famigliedi leptoni, ognuna delle quali possiede una spe
i�
a legge di 
onservazione.In al
une reazioni si osserva 
he nel de
adimento � del neutrone e nei de
adimenti �� deinu
lei, sono emessi antineutrini, mentre nei de
adimenti �+ dei nu
lei,M(A;Z)!M(A;Z � 1) + e+ + �e ;vengono emessi neutrini.I limiti superiori 
he si ri
avano sperimentalmente per la violazione di queste leggi di 
on-servazione sono molto pi

oli: ad esempio, se indi
hiamo 
on P la probabilit�a di transizione diuna reazione si trova 
he P (�� ! e+ + 
)P (�� ! tutti i 
anali) < 5 � 10�11 :8.4 La parit�aSia H l'hamiltoniana di un sistema di n parti
elle funzione delle 
oordinate spaziali ri(i = 1; : : : ; n) delle quantit�a di moto pi e degli spin si. Se la teoria �e invariante rispetto alleri
essioni spaziali, per le equazioni (6.58) e (6.59) 
he qui ri
ordiamo,P�1xP = �x ; P�1f(x)P = f(�x) ;dove P �e l'operatore parit�a e f(x) �e una qualunque funzione eP�1�P = � ; P�1pP = �p ;allora deve essere: H(�ri;�pi; si) = H(ri;pi; si) ;e 
io�e PHP�1 = H : (8.12)Poi
h�e P 2 = 1, gli autovalori di P sono �1, per 
ui ogni livello non degenere di un'hamiltonianainvariante rispetto alle ri
essioni spaziali ha quindi una parit�a de�nita 
he si 
onserva.La parit�a della funzione di 
ampo di una parti
ella de�nis
e la sua parit�a intrinse
a; sia,per esempio,  (r; t) un 
ampo bosoni
o. In generale si ha 
heP k(r; t)P�1 =  k(�r; t) = p k(r; t) ; (8.13)dove k = ( 0 per parti
elle s
alari o pseudos
alari1; 2; 3 per parti
elle vettoriali o pseudovettoriali



8.4 La parit�a 109e p rappresenta la parit�a intrinse
a della parti
ella. Nel 
aso di una parti
ella s
alare o pseu-dovettoriale si ha p = +1, mentre nel 
aso di una parti
ella pseudos
alare o vettoriale p =�1. Poi
h�e P 
ommuta 
on C, tenuto 
onto delle (8.1) e (8.13), si ottieneP �k(r; t)P�1 = ��CP (C k(r; t)C�1)P�1= ��CC(P k(r; t)P�1)C�1= p��CC k(r; t)C�1 = p �k(r; t) ;
io�e le parti
elle e le antiparti
elle bosoni
he hanno la stessa parit�a intrinse
a, mentre i fermionie gli antifermioni hanno parit�a opposta, 
ome si vede analizzando la (6.61) P�1 P = � .Fino al 1957, l'invarianza delle leggi �si
he rispetto alla ri
essioni spaziali era ritenuta unadelle simmetrie esatte della natura, ma in tale anno risult�o inve
e 
he questa ipotesi era errata.Infatti, mentre le interazioni forti ed elettromagneti
he sono e�ettivamente invarianti rispettoalle ri
essioni e quindi 
onservano la parit�a totale del sistema, le interazioni deboli non lo sono.�E stata proprio la s
operta della non 
onservazione della parit�a nelle interazioni deboli 
he hapermesso quello sviluppo del settore 
he ha portato al modello di Weinberg-Salam.8.4.1 La parit�a nelle interazione elettromagneti
he e fortiL'invarianza rispetto alle ri
essioni spaziali permette di attribuire ad ogni stato del si-stema una parit�a de�nita e quindi di ri
avare delle regole di selezione dalla sua 
onservazione.Elen
heremo qui e di seguito al
une di queste regole 
he riguardano ovviamente le sole interazionielettromagneti
he e forti e 
he sono state tutte 
onfermate dall'esperienza.i. Uno stato atomi
o o nu
leare di parit�a de�nita non pu�o avere momento di dipolo elettri
o.Infatti il momento di dipolo elettri
o �e il valore medio dell'operatore De =Pi eiri e, se lostato ha parit�a de�nita, la quantit�a<De >= Z  �Xi eiri dr1 � � � drn�e nulla in quanto la funzione integranda �e dispari in almeno una delle sue 
oordinate.ii. Le transizioni elettromagneti
he 
on emissione o assorbimento di un fotone in un atomoo in un nu
leo atomi
o avvengono prevalentemente fra stati di parit�a opposta. Infattil'elemento di matri
e 
he regola le transizioni pi�u probabili di dipolo elettri
o fra due statidi n parti
elle �e proporzionale all'integraleZ  �b Xi eiri a dr1 � � � drn ;
he �e nullo se i due stati hanno la stessa parit�a.iii. Se le interazioni forti sono invarianti rispetto alle ri
essioni, ogni livello nu
leare non de-genere ha parit�a de�nita. Consideriamo ad esempio il de
adimento � dello stato e

itato20Ne13:19MeV 20Ne13:19MeV ! 16O+ 4He :



110 Coniugazione di 
ari
a, parit�a e inversione del tempoIl neon ha spin 1 e parit�a positiva e sia l'ossigeno 
he l'elio hanno spin nullo e parit�apositiva. Poi
h�e la 
onservazione del momento angolare totale impone l = 1, la parit�a dellostato �nale �e negativa in quanto la parit�a delle funzioni sferi
he �e (�1)l. Il de
adimento �eallora proibito.iv. Utilizzando il prin
ipio di 
onservazione della parit�a �e possibile misurare la parit�a intrinse
adi al
une parti
elle 
oinvolte in una reazione.�E stato visto 
he i pioni hanno spin nullo e spin isotopi
o 1, per 
ui sono rappresentati dauna funzione s
alare o pseudos
alare nello spazio ordinario e da una funzione vettoriale nellospazio della 
ari
a. Per stabilire se una funzione debba essere s
alare o pseudos
alare �e ne
essariodeterminarne la parit�a. Ci�o pu�o essere fatto mediante l'osservazione della reazione di 
attura K:�� + 2H! n+ nPoi
h�e il pione ha spin nullo e il deutone ha spin 1, dalla 
onservazione del momento angolarerisulta 
he il momento angolare totale dei due neutroni nello stato �nale deve essere 1. Quindi,se si trovano in uno stato di singoletto (spin totale nullo) deve essere lf = 1, mentre se sitrovano in uno stato di tripletto (spin totale 1) pu�o essere lf = 0; 1; 2. D'altra parte gli stati�nali a

essibili devono essere 
ompatibili 
on il prin
ipio di Paulis+ l + t = dispari ;per 
ui, essendo i due neutroni in uno stato di spin isotopi
o totale 1, l'uni
o stato �nale possibile�e quello di tripletto 
on lf = 1. Ne 
onsegue 
he la parit�a dello stato �nale deve essere negativa,
os�� 
ome quella del pione.Notiamo 
he per determinare la parit�a intrinse
a di una parti
ella tramite una reazione
ome quella 
itata, �e ne
essario 
onos
ere la parit�a delle altre. In e�etti, la parit�a intrinse
aha senso solo se misurata relativamente a quella di un'altra parti
ella. Per 
onvenzione tutte leparit�a sono �ssate rispetto a quelle dei nu
leoni e della �0 e sono supposte positive.8.4.2 La parit�a nelle interazioni deboliConsideriamo i prin
ipali modi di de
adimento dei mesoni K�:K� ! �� + � 63:0%! �� + �0 21:0%! �� + �� + �� 5:6%! �0 + e� + � 4:8%! �0 + �� + � 3:2%! �� + �0 + �0 1:7%dove per sempli
it�a i neutrini e gli antineutrini sono stati indi
ati generi
amente 
on il simbolo�: per avere le giuste attribuzioni bisogna tener 
onto della 
onservazione dei numeri leptoni
i.



8.4 La parit�a 111Come si pu�o osservare, i mesoni K 
ari
hi possono de
adere in due pioni. Questo fattoindi
a 
he l'interazione debole, responsabile di tale de
adimento, non 
onserva la parit�a. Perrendersene 
onto, ri
ordiamo 
he sia iK 
he i pioni hanno spin nullo per 
ui, per la 
onservazionedel momento angolare totale, il momento angolare orbitale relativo dei due pioni nel de
adimentoK+ ! �+ + �0 (8.14)deve essere nullo. Quindi, se la parit�a si 
onserva, il K�, 
he de
ade se
ondo la (8.14), dovrebbeavere parit�a positiva. Considerando inve
e la reazioneK+ ! �+ + �+ + �� ; (8.15)si vede 
he nello stato �nale sono 
oinvolti due momenti angolari orbitali l1 ed l2. Poi
h�e ilmomento angolare totale �nale deve essere nullo, deve essere l1 = l2 e di 
onseguenza la parit�adel K 
he de
ade se
ondo la (8.15) deve essere negativa, in quanto nello stato �nale vi sono unnumero dispari di pioni di parit�a intrinse
a negativa.Prima del 1957 la 
onservazione della parit�a era ritenuta valida an
he nelle interazionideboli, per 
ui i due de
adimenti (8.14) e (8.15) venivano attribuiti a due parti
elle di parit�adiversa 
hiamate rispettivamente � e � . Risult�o per�o piuttosto sorprendente 
he tali parti
elleavessero la stessa massa, lo stesso spin e la stessa vita media. I �si
i Lee e Yang risolsero ilproblema ipotizzando la non 
onservazione della parit�a nelle interazioni deboli e suggerendo ungran numero di esperimenti atti a veri�
are questa ipotesi.8.4.3 Il de
adimento �L'esperimento 
he per la prima volta dimostr�o la non 
onservazione della parit�a nelle inte-razioni deboli riguarda il de
adimento � del 60Co e fu fatto da Wu, Ambler, Hayward, Hoppese Hudson nel 1957. Prima di esporlo sommariamente �e ne
essario dare al
une generalit�a sulde
adimento � 
he, sin dalla sua s
operta nel 1919 ad opera di Chadwi
k, �e sempre stato
onsiderato un importante ban
o di prova per l'interpretazione dei modelli delle interazionideboli.I primi pro
essi attribuiti alle interazioni deboli furono proprio de
adimenti del tipoAXZ ! AXZ+1 + e� + ��eAXZ ! AXZ�1 + e+ + �e : (8.16)Che in tali reazioni venisse emesso un neutrino fu 
omunque un ipotesi formulata da Pauli nel1930 e 
he rimase tale per pare

hi anni. Infatti, se il nu
leo de
adesse in due soli 
orpi, glielettroni emessi dovrebbero essere monoenergeti
i, mentre inve
e il loro spettro energeti
o �e
ontinuo, 
ome �e stato dimostrato per la prima volta proprio da Chadwi
k. Naturalmente, ide
adimenti (8.16) sono spontanei solo se la massa del nu
leo iniziale �e superiore alla sommadelle masse delle tre parti
elle �nali. Per questa ragione, il pi�u sempli
e de
adimento ��n! p+ e� + ��e (8.17)
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ari
a, parit�a e inversione del tempoavviene spontaneamente 
on una vita media di 887:0�2:0s, mentre il 
orrispondente de
adimentodel protone p! n+ e+ + �e (8.18)�e reso pi�u diÆ
ile dalla di�erenza di massa fra i due nu
leoni. Lo studio del de
adimento �permette an
he di stabilire 
he il neutrino �e un fermione la 
ui massa �e molto pi

ola.Poi
h�e l'interazione �e debole, la vita media dei pro
essi (8.16) pu�o essere 
al
olata usandola teoria delle perturbazioni e pre
isamente mediante la regola d'oroP = 2�~ hkf jH1jkii2%(Et; ki) :Da � = 1=P si ha 
he 1� = P = 2�~ Z hZ � 1jH� jZi2 dd%(Et)dEt ; (8.19)dove Et �e l'energia totale a disposizione delle parti
elle nello stato �nale e i due segni si riferis
onoalle due possibilit�a ��.Pro
ediamo ora 
on il 
al
olo della densit�a degli stati della (8.19). Prima di tutto si s
riveil prin
ipio di 
onservazione dell'energia:Et = (M(A;Z)�M(A;Z � 1))
2 = E(A;Z � 1) + Ee + E� ;dove Ee ed E� sono rispettivamente l'energia totale dell'elettrone e l'energia totale del neutrino,mentre E(A;Z � 1) �e l'energia 
ineti
a del nu
leo �nale. Poi
h�e questo ha una massa moltopi�u grande delle altre due parti
elle, E(A;Z � 1) pu�o essere tras
urata (E = E �m
2) e quindiapprossimativamente si ha 
heEt = (M(A;Z)�M(A;Z � 1))
2 ' Ee + E� : (8.20)Il numero di stati nei quali il neutrino ha una quantit�a di moto 
ompresa entro dp� �e dato dad%(Et) = dp�dpe(2�~)6 V 2 = V 2(2�~)6 p2�p2e dp�dped
�d
e ;dove il volume �e normalizzato a V . Tenuto 
onto della (8.20) si ha:E� = 
p� = Et � Ee ; 
 dp� = dEt ;Ee =pp2e
2 +m2e
4 ; 
2p2e dpe = peEe dEe :Quindi la densit�a di stati �nali per unit�a di intervallo sar�add%(Et)dEt = V 2(2�~
)6 (Et � Ee)2pE2e �me
4 Ee dEed
�d
e : (8.21)Supponiamo per ora 
ostante l'elemento di matri
e; ri
ordando questa equazione e integrandosugli angoli, la (8.19) diviene1� = P ' m5e
42�3~7V 2hZ � 1jH� jZi2f(xm) ; (8.22)



8.4 La parit�a 113dove f(xm) = Z xm1 (xt � xe)2px2e � 1 xe dxe ; (8.23)
on xt = Et=me
2, xe = Ee=me
2, xm = Em=mm
2 ed Em �e la massima energia dell'elettrone. La(8.22) �e approssimativamente valida per il de
adimento � del neutrone. Per il nu
leo l'energiamassima Em �e uguale alla di�erenza tra le masse del nu
leo iniziale e di quello �nale. L'integralenello spazio delle fasi (8.23) viene modi�
ato dall'interazione 
oulombiana tra la 
ari
a dell'elet-trone o del positrone, a se
onda del tipo di de
adimento, e la 
ari
a del nu
leo �nale Z 0 = Z�1.questo e�et�to �e des
ritto da una funzione F (Z 0; Ee) della quale non s
riveremo l'espressione.Quindi, per il nu
leo, la funzione dello spazio delle fasi diventaf(Z 0; xm) = Z xm1 F (Z 0; Ee)(xt � xe)2px2e � 1 xe dxe ; (8.24)
he pu�o essere 
al
olata 
on grande a

uratezza.Il prodoto del tempo di dimezzamento t 12 = � ln 23 per la f(Z 0; xm) va sotto il nome divalore ft e, dalla (8.22), risulta inversamente proporzionale all'elemento di matri
e. I valori ft
oprono una s
ala molto vasta: essi infatti vanno da 103 a 1022 se
ondi.Passiamo ora a 
onsiderare l'elemento di matri
e. Se
ondo la teoria di Fermi, �no all'ordinepi�u basso nella 
ostante di interazione, il pro
esso (8.17) di de
adimento del neutrone avviene
on un'interazione diretta fra i 
ampi  n,  p,  e e  � delle quattro parti
elle 
oinvolte. Ci�oequivale a prendere per H� un operatore fenomenologi
o del tipoCS Z (( � p n)( � e �) + Ch) dV ;dove CS �e una 
ostante, Ch sta per 
omplesso hermitiano e dV indi
a l'integrazione su tutte le
oordinate spaziali dalle quali dipendono le funzioni di 
ampo. S
ritto un questo modo, H� �eil prodotto di una 
orrente adroni
a s
alare jadr = � p n per una 
orrente leptoni
a an
h'essas
alare jlep = � e � , il 
he fornis
e un'hamiltoniana s
alare. Tramite le funzioni di 
ampodelle quattro parti
elle si possono formare an
he 
orrenti pseudovettoriali, vettoriali, assiali etensoriali, per 
ui un'hamiltoniana s
alare pu�o essere 
ostruita an
he fa
endo il prodotto diuna 
orrente adroni
a 
on un 
erto tipo di a

oppiamento per una 
orrente leptoni
a 
on lostesso tipo di a

oppiamento. Risultano quindi 
inque possibilit�a e la pi�u generale hamiltonianafenomenologi
a del de
adimento � pu�o essere s
ritta nel modo seguente:H� = CSHS +CPSHPS + CVHV + CAHA + CTHT ; (8.25)nelle quali, se la teoria �e invariante rispetto all'inversione del tempo, le Ci sono 
ostanti reali e
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ari
a, parit�a e inversione del tempodove HS = Z (( � p n)( � e �) + Ch) dVHPS = Z (( � p
5 n)( � e
5 �) + Ch) dVHV = Z (( � p
i n)( � e
i �) + Ch) dVHA = Z (( � p
i
5 n)( � e
i
5 �) + Ch) dVHT = Z (( � p
i
j n)( � e
i
j �) + Ch) dV (8.26)
L'elemento di matri
e 
he 
ompare nella (8.19) non �e altro 
he il valor medio dell'operatore(8.25) fra gli stati iniziale e �nale jZi e jZ � 1i. Per 
al
olarlo �e ne
essario fare al
une ipotesisempli�
ative 
he permettono di 
lassi�
are i vari tipi di transizioni �.Innanzitutto osserviamo 
he la velo
it�a dei nu
leoni all'interno di un nu
leo �e un ordine digrandezza inferiore alla velo
it�a della lu
e e quindi il moto dei nu
leoni pu�o essere trattato inapprossimazione non relativisti
a. Si pu�o far vedere 
he, in tale approssimazione, l'a

oppia-mento pseudos
alare pu�o essere tras
urato in quanto dell'ordine di ve=
 rispetto a quello s
alare.Rimangono solo i quattro a

opiamenti s
alare, vettoriale, assiale e tensoriale. Poi
h�e le funzionidi 
ampo dell'elettrone e del neutrino hanno la forma delle onde piane e = ueeike�r ;  � = u�eik� �r ;in tutte le funzioni integrande (8.26) 
ompare il fattore e�i(ke�k�)�r. L'esponenziale pu�o esserequindi sviluppato in serie ottenendoe�i(ke�k�)�r = 1� i(ke � k�) � r � 12((ke � k�) � r)2 + : : :Essendo l = j(ke � k�) � rj, la pre
edente relazione non �e altro 
he uno sviluppo in serie intermini del momento angolare relativo tra i due leptoni. Dato 
he le quantit�a di moto in gio
osono al massimo di qual
he MeV/
 e 
he il raggio nuleare �e di qual
he fm, allora kR deve esseredell'ordine di 10�2. Poi
h�e nella (8.19) l'elemento di matri
e 
ompare a quadrato, per ogniunit�a di momento angolare si ha una soppressione della probablit�a di transizione di un fattoredell'ordine di 10�4.I de
adimenti � per i quali l = 0 (il fattore esponenziale della funzione integranda nelle(8.26) viene posto uguale ad 1), sono detti permessi, quelli 
on l = 1 sono detti proibiti equando l = 2 si parla di de
adimenti doppiamente proibiti. Se l �e dispari la parit�a della funzioned'onda nu
leare 
ambia, mentre se �e dispari si 
onserva.Consideriamo le transizioni permesse. Poi
h�e i due leptoni hanno spin semintero, essi pos-sono venir emessi in uno stato di spin totale 0 (spin antiparalleli) o 1 (spin paralleli). Si pu�odimostrare 
he nel primo 
aso spravvivono solo gli a

oppiamenti s
alare e vettoriale, i quali 
om-portano an
he l'uguaglianza dei momenti angolari (spin) del nu
leo iniziale e �nale. Sono questele 
osiddette transizioni di Fermi 
he 
omportano la regola di selezione �p = 0 e �j = jf�ji = 0.Nel 
aso in 
ui i due leptoni vengono emessi 
on gli spin paralleli, fra le transizioni permesse
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on a

oppiamento tensoriale e assiale, le quali 
omportano la regoladi selezione �p = 0 e �j = �1 (il nu
leo iniziale 
ambia lo spin di un'unit�a) o �j = 0 
onl'es
lusione del 
aso ji = 0! jf = 0. Queste sono dette transizioni di Gamow-Teller .L'ordine di grandezza dell'elemento di matri
e dipende an
he da quanto si sovrappongonole funzioni d'onda del nu
leo dello stato iniziale e dello stato �nale. Pi�u grande �e la loro sovrap-posizione pi�u elevata �e la probabilit�a di transizione e pi�u pi

ola �e la vita media. Ci�o si veri�
aquando i due nu
lei appartengono allo stesso multipletto di spin isotopi
o. Questi pro
essi pren-dono il nome di superpermessi e i valori ft per tali transizioni sono dell'ordine di quello delde
adimento del neutrone.Esistono pro
essi permessi a vita media molto alta. Un esempio noto �e quello del de
adi-mento �� del 14C prodotto dai raggi 
osmi
i negli strati alti dell'atmosfera dalla reazionen+ 14N! p+ 14Ce 
he viene utilizzato per determinare l'et�a dei materiali organi
i. Il suo stato fondamentaleappartiene ad un tripletto di spin isotopi
o 
he in
lude an
he lo stato e

itato 14N(2:31MeV). Perragioni energeti
he il 14C pu�o de
adere solo nello stato fondamentale dell'azoto e questo pu�oavvenire solo 
on un 
apovolgimento dello spin del nu
leone (de
adimento di Gamow-Teller).Il tempo di dimezzamento risulta essere di 5730 anni ed �e molto pi�u lungo di quello degli altride
adimenti permessi.L'esperienza mostra 
he esistono nu
lei 
he subis
ono solo transizioni permesse di Fermi
ome per esempio la seguente 34Cl! 34S + e+ + �e ;dove i due nu
lei iniziale e �nale hanno spin nullo e nu
lei 
he de
adono tramite una puratransizione di Gamow-Teller, 
ome 6He! 6Li + e� + ��e ;dove si passa da un nu
leo a spin 0 ad un nu
leo a spin 1. Notiamo 
he ji = jf 6= 0 �e 
ompatibile
on entrambi i tipi di transizioni per 
ui tutti gli elementi di matri
e potrebbero essere diversida zero. Questo �e il 
aso del de
adimento (8.17) del neutrone oppure del de
adimento � deltrizio: 3H! 3He + e� � ��e ;dove i nu
lei iniziale e �nale hanno spin 12 .De
adimenti 
on alto valore di l hanno luogo solo se transizioni 
on l pi�u basso sono es
lusedalla 
onservazione del momento angolare.Vediamo ora un altro argomento: le distribuzioni angolari ed energeti
he. Ritornando alla(8.19), usando la (8.21) della densit�a degli stati, integrando su tutte le direzioni di emissionedel neutrino e sommando sugli spin, la (8.19) fornis
e la seguente espressione della probabilit�a
he venga emesso un elettrone di energia Ee nell'intervallo 
ompreso tra Ee ed Ee+ dEe e 
on unangolo #e� tra le direzioni dell'impulso dell'elettrone e del neutrino 
ompreso fra #e� e #e�+d#e� :dP (Ee; #e�) =AF (Z 0; Ee)4�3 �1 +B#e� 
peEe 
os#e� �B"me
2Ee � �� (Et � Ee)2pE2e �m2e
4 Ee sen#e� dEed#e� ; (8.27)
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ari
a, parit�a e inversione del tempodove il doppio segno si riferis
e alle due possibilit�a di de
adimento �� e doveA = (C2S + C2V )jMF j2 + (C2T + C2A)jMGT j2 ;B#e� = 1A �(C2V �C2S)jMF j2 + 13(C2T � C2A)jMGT j2� ;BE = 2Ap1� (eZ)2 (CSCV jMF j2 + CTCAjMGT j2) ; (8.28)dove MF ed MGT sono i 
osiddetti elementi di matri
e di Fermi e di matri
e di Gamow-Teller,i quali dipendono essenzialmente dalle sole funzioni d'onda nu
leari. Non s
riveremo espli
ita-mente le espressioni di queste ultime tre quantit�a in quanto la loro forma non �e importante aglie�etti delle 
onsiderazioni 
he seguono.Da 
i�o 
he �e stato detto in pre
edenza, in una pura transizione di Fermi, l'elemento MGT dimatri
e di Gamow-Teller si annulla, mentre in una pura transizione di Gamow-Teller si annullaMF . Integrando su #e� si ottiene la distribuzione energeti
a dell'elettronedP (Ee) = AF (Z 0; Ee)2�3 �1�BEme
2Ee � (Et � Ee)2pE2e �m2e
4 Ee dEe : (8.29)Notiamo 
he la dipendenza della (8.29) dall'energia dell'elettrone �e 
ontenuta in gran parte nelladensit�a degli stati, mentre la parte restante 
ontiene solo il termine inversamente proporzionalead Ee, detto termine di Fierz . Se in un gra�
o, detto gra�
o di Curie, si riportano i valorisperimentali della relaziones 2�3F (Z 0; Ee)EepEe �m2e
4 dP (Ee)dEe =sA�1�BEme
2Ee � (Et � Ee) ; (8.30)e se tali dati si dispongono su una retta sia nel 
aso di de
adimento �� 
he di de
adimento�+, allora la quantit�a di moto sotto radi
e a se
ondo membro deve essere indipendente da Ee.L'annullamento del termine di Fierz 
omporta 
heBE ' 0 ; CSCV = CTCA = 0 : (8.31)Queste relazioni eliminano due tipi di a

oppiamento in quanto due dei quattro 
oeÆ
ientidevono essere nulli: CS o CV nelle pure transizioni di Fermi, CT o CA nelle pure transizionidi Gamow-Teller. Per dirimere l'ambiguit�a �e ne
essario misurare le 
orrelazioni fra le direzionidelle quantit�a di moto del neutrino e dell'elettrone.Le misure delle 
orrelazioni angolari fra elettrone e neutrino presentano molte diÆ
olt�ain quanto il neutrino �e una parti
ella prati
amente invisibile alle appare

hiature. La direzionedella sua quantit�a di moto pu�o essere ri
avata solo misurando la direzione dell'impulso del nu
leodi rin
ulo e usando il prin
ipio di 
onservazione della quantit�a di moto. Le diÆ
olt�a derivanodal fatto 
he, 
ome �e stato detto, il nu
leo �nale ha un impulso piuttosto pi

olo, per 
ui lasua direzione �e diÆ
ilemente misurabile se il nu
leo non viene opportunamente a

elerato. Perquesta ragione, a 
ausa di un'esperienza errata sul de
adimento del 6He, per al
uni anni si
redette 
he in natura si veri�
assero solo gli a

oppiamenti s
alare-tensoriale. Oggi sappiamo
he gli a

oppiamenti giusti sono vettoriale-assiale: si �e giunti a questa de�nitiva 
on
lusione
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nologi
amente molto avanzati eseguiti intorno del 1960 
hehanno seguito l'ipotesi di Lee e di Yang sulla non 
onservazione della parit�a nelle interazionideboli. Tali esperimenti sono:i. prova della non 
onservazione della parit�a nel de
adimento �,ii. misura dell'eli
it�a del neutrinoiii. misure a

urate delle 
orrelazioni angolari elettrone-neutrino,iv. misure a

urate delle distribuzioni energeti
he e angolari del de
adimento � del neutrone.Esporremo ora brevemente solo l'esperienza sul de
adimento del 60Co. Saranno quindi tratte le
on
lusioni alle quali hanno 
ontribuito an
he i risultati di tutta le serie di esperimenti 
itati.Come �e stato detto, l'hamiltoniana (8.25) �e stata 
ostruita in modo da essere una quantit�as
alare e quindi 
onservare la parit�a. Se la parit�a non si 
onserva, ai 
inque termini s
alari(8.26) bisogna aggiungerne altri 
inque pseudos
alari 
he 
ambiano la parit�a. Senza s
riverliespli
itamente, di
iamo solo 
he in questo 
aso la probabilit�a di transizione (8.19) dipende daun numero doppio di 
ostanti: le solite CS , CV , CT e CA della parte s
alare dell'hamiltonianapi�u le C 0S , C 0V , C 0T e C 0A della parte pseudos
alare. Per sempli
it�a supporremo 
he l'hamiltonianatotale sia sempre invariante rispetto all'inversione del tempo. In questo 
aso si pu�o dimostrare
he tutte le 
ostanti sono reali e le (8.27) e (8.29) 
onservano la stessa forma pur
h�e al postodelle (8.28) si sostituis
ano leA = (C2S + C2V + C 02S + C 02V )jMF j2 + (C2T + C2A + C 02T + C 02A)jMGT j2 ;B#e� = 1A(C2S � C2V + C 02S � C 02V )jMF j2 + 13(C2T � C2A + C 02T � C 02A)jMGT j2 ;BE = 2Ap1� (eZ)2 (CSCV + C 0SC 0V )jMF j2 + (CTCA + C 0TC 0A)jMGT j2) : (8.32)Come 
onseguenza dell'introduzione dei nuovi quattro 
oeÆ
ienti il termine di Fierz non siannulla solo se CSCV = C 0SC 0V = CTCA = C 0TC 0A = 0 ;ma an
he se, per esempio,CS = �C 0S ; CV = �C 0V ; CT = �C 0T ; CA = �C 0A :In ogni 
aso, 
ome si pu�o fa
ilmente 
ontrollare, le distribuzioni di angolari teori
he rimangonoinalterate, per 
ui dalla loro misura non �e possibile de
idere se la parit�a si 
onserva o meno.Come �e stato osservato per la prima volta da Lee e Yang, per ottenere un'informazione diquesto tipo �e ne
essario misurare una grandezza pseudos
alare 
ome la quantit�a
os#e� = J � pejJ j jpej ; (8.33)
he rappresenta l'angolo formato dalla direzione della quantit�a di moto dell'elettrone rispettoalla direzione dello spin del nu
leo iniziale opportunamente polarizzato. Quando il momentomagneti
o � di un nu
leo interagis
e 
on un 
ampo magneti
o esternoB, esso tende ad orientarsi
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ari
a, parit�a e inversione del tempolungo la direzione del 
ampo stesso. A 
ausa del pi

olo valore di �, il 
ampo magneti
one
essario ad allineare quasi tutti i nu
lei di un preparato radioattivo �e dell'ordine di 105 gausse quindi proibitivo an
he per una temperatura di 0:01K. Fortunatamente un 
ampo magneti
oatomi
o 
os�� forte esiste nelle vi
inanze dei nu
lei di ioni paramagneti
i 
ome il Ni, il Co e il Fe,
he hanno un momento magneti
o mille volte pi�u grande di quello nu
leare. �E allora possibileallineare i momenti magneti
i ioni
i 
on 
ampi magneti
i esterni a

ettabili e sar�a il forte 
ampomagneti
o atomi
o a tras
inare nell'allineamento i momenti magneti
i nu
leari.Per questa ragione in questo esperimento �e stato s
elto il 60Co 
he de
ade se
ondo lo s
hema60Co(ji = 5)! 60Ni(jf = 4) + e� + ��e ;
he �e una pura transizione di Gamow-Teller. Per evitare la demagnetizzazione dovuta all'agi-tazione termi
a, il preparato �e stato mantenuto ad una temperatura di 0.01K.Se l'interazione debole non 
onserva la parit�a, la probabilit�a di transizione dipende dall'an-golo # de�nito dalla (8.33): si trova infatti 
he la distribuzione angolare degli elettroni emessideve avere la forma I(#e�) = AjMGT j2(1 + � 
os#e�) ; (8.34)dove � = < Jz;i >Ji 2vejMGT j2A (CTC 0T � CAC 0A) ; (8.35)dove < Jz;i > �e il valor medio dello spin del nu
leo iniziale nella direzione dell'asse di polariz-zazione e A �e dato dalla prima delle (8.32) 
on MF = 0.Dalla (8.34) si ri
ava 
he � = I(0) � I(180)I(0) + I(180) ;e quindi il suo valore pu�o essere ottenuto misurando l'intensit�a del fas
io elettroni
o 
on
orde, 
hesi ha per #e� = 0, e dis
orde, 
he inve
e si ha per #e� = 180, alla direzione del 
ampo polarizzante.Nell'esperimento originale si �e trovato � ' �0:25 e 
i�o dimostra la non 
onservazione della parit�anel de
adimento �. Se si tien 
onto an
he dei risultati degli altri esperimenti di 
ui si �e parlato,si possono trarre le due importanti 
on
lusioni seguenti:i. Poi
h�e il segno di � �e negativo, nel de
adimento del 60Co gli elettroni vengono emessipreferibilmente in direzione opposta a quella dello spin del nu
leo polarizzato. Tenuto
onto 
he l'antineutrino ha eli
it�a positiva, e 
io�e 
he la direzione del suo spin �e la stessadella direzione della sua quantit�a di moto, allora per la 
onservazione del momento angolaresi ha la situazione seguente: 60Co 60Ni e� ��espin 5 4 12 12direzione dell'impulso " " " "direzione dell'impulso # "eli
it�a < 0 +1
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io�e gli elettroni emessi devono essere polarizzati ed avere lo spin orientato in senso oppostoalla direzione della quantit�a di moto.L'osservazione 
he gli elettroni emessi nel de
adimento � sono polarizzati longitudinalmenterisale an
ora alla �ne degli anni venti, ma allora a questo fatto non venne data importanza.Dal 1957 in poi sono state e�ettuate un gran numero di esperienze tutte 
ompatibili 
onun'eli
it�a uguale a �ve=
 per gli elettroni (de
adimenti ��) e ve=
 per i positroni (de
adi-menti �+), sia per transizioni permesse di Fermi 
he di Gamow-Teller. Questi risultati sono
ompatibili solo 
on le previsioni teori
he basate sugli a

oppiamenti vettoriale-assiale, per
ui le 
ostanti degli a

oppiamenti s
alare-tensoriale (
he prevedono i segni opposti) de-vono essere nulle. L'es
lusione degli a

oppiamenti s
alare-tensoriale �e 
onfermata an
hedai risultati sperimentali sulle distribuzioni angolari nell'angolo #e�.ii. Se si tien 
onto dell'annullamento dei 
oeÆ
ienti CS , C 0S , CT e C 0T e si introdu
ono i valorimisurati della polarizzazione del nu
leo iniziale, della velo
it�a dell'elettrone e altri fattori
orrettivi, il 
oeÆ
iente di asimmetria (8.35) diventa� = < Jz;i >Ji ve
 ��2 CAC 0AC2A + C 0A2� ' 0:25��2 CAC 0AC2A + C 0A2� =' �0:25 ;dalla quale risulta 
he CA ' C 0A ;e 
io�e il 
ontributo della parte hamiltoniana 
he non 
onserva la parit�a �e uguale a quello
he la 
onserva.Quanto �e stato detto, violando qual
he volta l'ordine degli avvenimenti, porta a 
on
ludere
he dell'hamiltoniana iniziale (8.25) della teoria di Fermi rimangono solo i termini 
on a

op-piamento vettoriale-assiale, ai quali bisogna aggiungere i 
orrispondenti termini 
he 
ambianola parit�a. S
ritta per esteso, essa assume quindi la formaH� =CV Z (( � p
i n)( � e
i �) + ( � p
i n)( � e
i
5 �) + Ch) dV ++ CA Z (( � p
i
5 n)( � e
i
5 �) + ( � p
i
5 n)( � e
i �) + Ch) dV ;dove si �e posto, 
onformemente all'evidenza sperimentale, CV = C 0V e CA = C 0A. L'espressionepre
edente si pu�o s
rivere an
he nella forma pi�u 
ompattaH� = G�p2 Z (( � p
i(1 + a�
5) n)( � e
i(1 + 
5) �) + Ch) dV= p2G� Z (( � p
i(1 + a�
5) n)( � e
i �;L) + Ch) dV ; (8.36)dove G� = p2CV ; a� = CACV ;  �;L = 12(1 + 
5) � : (8.37)
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ari
a, parit�a e inversione del tempoDalla misura della vita media del neutrone e dei nu
lei 
he 
ompiono transizioni permesse nonfortemente in
uenzate dalla funzione d'onda nu
leare �e possibile ri
avare le 
ostanti G� e a�. Sitrova 
he G� = (1:398 � 0:003) � 10�49erg 
m3ja� j = 1:239 � 0:009 ; arg a� = 0:00 � 0:17 (8.38)Come si pu�o ri
avare da 
onsiderazioni dimensionali, la 
ostante di Fermi G� divisa per ~
 hale dimensioni di una super�
ie e non �e adimensionale 
ome la quantit�a e2=~
.8.4.4 Il de
adimento e la 
attura del ��Per e�etto dell'interazione debole, il leptone �� de
ade se
ondo lo s
hema�� ! e� + ��e + �� ; (8.39)dove il fatto 
he a

anto all'elettrone vengano emessi un neutrino e un antineutrino diversi lo sipu�o dedurre dalla 
onservazione dei numeri leptoni
i Le ed L�.Il �� pu�o essere 
atturato da un protone dando luogo alla reazione debole�� + p! n+ �� : (8.40)Se
ondo la teoria di Fermi, i due pro
essi si possono 
al
olare in modo analogo a quanto fattoper il de
adimento �, e quindi utilizzando le due hamiltoniane fenomenologi
heHde
� = Gde
�p2 Z (( � e
i(1 + ade
� 
5) �)( � ��
i(1 + 
5) �e) + Ch) dV ;H
at� = G
at�p2 Z (( � n
i(1 + a
atm 
5) p)( � ��
i(1 + 
5) �) + Ch) dV ; (8.41)dove le due 
ostanti hanno lo stesso signi�
ato di quelle del de
adimento �.Dai dati sperimentali sulla vita media del �� e sulla sezione d'urto di 
attura si ri
ava 
heGde
� = (1:432 � 0:002) � 10�49erg 
m3 ;jade
� j = 1:0 � 0:01 ; arg ade
� = 0� 2 ;Gde
� ' G
at� ' G� ;a
at� ' a� ' 1:24 : (8.42)Se si 
onfronta questo risultato 
on quello ottenuto dal de
adimento �, si possono fare le seguentiosservazioni:i. innanzitutto le tre 
ostanti sono prati
amente uguali: la di�erenza tra G� e G� �e di 2:8 �0:13; 
i�o 
onferma l'ipotesi iniziale di Fermi sull'universalit�a dell'interazione fra le 
oppie difermioni (n; p), (�; �), (e; �);ii. mentre le 
orrenti vettoriali adroni
he e leptoni
he del tipo � 
i 
ompaiono nella (8.36) enella (8.41) 
on lo stesso 
oeÆ
iente, la 
orrente assiale adroni
a �e modi�
ata rispetto a
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a di un fattore di 
ir
a 1.24. Che le 
orrenti adroni
he debbano avere 
ostantidi a

oppiamento diverse da quelle leptoni
he non �e sorprendente: gli adroni sono an
hesorgenti di 
ampo forte, e quindi, mentre nel de
adimento del �� da noi visto sono 
oinvoltisolo leptoni, nel 
aso del de
adimento � possono essere 
oinvolti an
he i � e gli altri adroni.8.4.5 Transizioni � 
on �S = 1 e angolo di CabibboOltre ai de
adimenti � del protone, del neutrone e del muone sono stati osservati an
hede
adimenti del tipo �� ! �0 + leptoni ;�� ! �0 + leptoni ; (8.43)e del tipo �0 ! p+ e� + ��e ;�� ! n+ �� + ��� ;K+ ! �0 + e+ + �e ;�� ! �0 + e� + ��e : (8.44)Mentre nelle (8.43) l'adrone 
he de
ade non 
ambia n�e stranezza (�S = 0) n�e spin isotopi
o(�t = 0), nelle (8.44) si ha 
hej�Sj = 1 ; j�tj = 12 ; j�t3j = 12 ; �Q = �S :Gli esperimenti mostrano 
he la 
ostante debole G0� di tali pro
essi �e pi�u pi

ola di 
ir
a unordine di grandezza rispetto a G� (
aso �S = 0). Lo s
hema 
he prevede l'universalit�a delleinterazioni debole sembra quindi in palese 
ontraddizione.Il problema fu risolto per la prima volta da Cabibbo an
ora prima 
he venisse proposto ilmodello a quark per gli adroni. PonendoG� = G� 
os#
 ;G0� = G� sen#
 ;tan#
 = G0�G� ; (8.45)si stabilis
e una spe
ie di regole generale del tipoG� =qG2� +G0�2 : (8.46)Ci�o rende 
onto an
he della pi

ola di�erenza osservata (ben fuori dall'errore sperimentale) fraG� e G�. Se si attribuis
e tale di�erenza all'angolo di Cabibbo #
, si trova 
he #
 = 0:218rad.Misurando la vita media dei pro
essi (8.44) �e possibile ottenere il risultato pi�u pre
isosen#
 = 0:231 � 0:003 : (8.47)
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ari
a, parit�a e inversione del tempoPer 
apire il signi�
ato dell'angolo di Cabibbo e delle relazioni (8.45) e (8.46), 
onviene riferirsial modello a quark.Sappiamo 
he tutti i barioni dell'otteto sono 
omposti dai tre quark u, d e s e 
he i mesonisono 
omposti da 
oppie quark-antiquark. Supponendo 
he la massa dei due quark d e s siamaggiore della massa del quark u, tutti i de
adimenti semileptoni
i menzionati, 
io�e quelli
he nello stato �nale hanno un adrone e due leptoni, sono interpretabili tramite gli s
hemi dide
adimento a: d! u+ e� + ��e ;b: s! u+ e� + ��e ;
: s! u+ �� + ��� : (8.48)Il de
adimento (8.48a) �e responsabile delle transizioni (8.16), (8.17) e (8.41) 
on �S = 0,�t = 0 e j�t3j = 1; il de
adimento (8.48b) �e inve
e responsabile delle transizioni (8.43) 
on�S = �Q = 1, �t = 1=2 e �t3 = 1=2. se le masse dei due quark s e d fossero uguali, 
io�e sela simmetria SUF (3) fosse rotta dalla sola interazione elettromagneti
a, essi dovrebbero poterde
adere allo stesso modo e 
io�e (a se
onda del valore della loro massa) o solo tramite gli s
hemi(8.48a) e (8.48b) o entrambi an
he tramite lo s
hema (8.48
). Infatti, a 
ausa della degenerazionedello stato di 
ari
a �e=3, il de
adimento dei quark sarebbe regolato dalla 
ombinazione lineare q = 1p2( d +  s) ; (8.49)nella quale d ed s hanno lo stesso peso. In questo 
aso, interpretando l'universalit�a dell'inte-razione debole 
ome l'uguaglianza della ostante G� 
on la 
ostante 
he determina i de
adimentidi tutto la stato (8.49), se G� �e la 
ostante debole 
he determina solo i de
adimenti 
on �S = 0,si avrebbe G� = G0� = 1p2G� ;e quindi #
 sarebbe uguale a �=4. Ma la simmetria SUF (3) non �e esatta, in quanto le massa deibarioni strani sono superiori alle masse dei nu
leoni e quindi il quark s deve essere pi�u pesantedel quark d, per 
ui la degenerazione fra d ed s �e rotta da quella parte dell'interazione forte 
herompe SUF (3). Di 
onseguenza la mis
ela fra lo stato s e quello d deve avere 
oeÆ
ienti diversima sempre tali 
he la somma dei loro quadrati sia uguale ad 1. Formalmente, 
i�o equivale aporre  q =  d 
os#
 +  s sen#
 :Se si suppone 
he la 
ostante di a

oppiamento debole di tutto la stato (8.49) sia uguale a G�(universalit�a dell'interazione), si ottengono le relazioni (8.45) e (8.46).8.5 L'inversione del tempo�E noto 
he le equazioni del moto della me

ani
a 
lassi
a sono invarianti rispetto all'inver-sione del tempo. Ci�o signi�
a 
he se una parti
ella si muove da un punto P1 ad un punto P2lungo una 
erta traiettoria e in P2 si inverte solo il verso della sua velo
it�a, essa riper
orre la



8.5 L'inversione del tempo 123stessa traiettoria in senso inverso. Non �e per�o sempre 
os��: se una parti
ella 
ari
a si muove inun 
ampo magneti
o esterno essa non 
ostituis
e un sistema invariante per inversioni temporali.Se inve
e il sistema �e 
ostituito da un insieme di parti
elle 
ari
he e interagenti tramite il solo
ampo elettromagneti
o, allora invertendo il tempo 
ambiano verso sia la velo
it�a delle parti
ellesia il 
ampo magneti
o. Quindi il sistema �e invariante.In me

ani
a quantisti
a, per de�nire l'operazione di inversione temporale si introdu
e unoperatore T tale 
he TrT y = r ;TpT y = �p ;TLT y = �L ; (8.50)dove le propriet�a di trasformazione della quantit�a di moto e del momento angolare dis
endonodalla loro de�nizione 
lassi
a. D'altra parte, se
ondo la me

ani
a quantisti
a, l'operatore pxnon �e altro 
he i~ ��x e, poi
h�e T non opera sulla parte spaziale, allora deve 
ambiare l'unit�aimmaginaria da i a �i. Pi�u in generale, quindi, dovr�a essere:TaT y = a� ; (8.51)dove a �e una qualunque quantit�a 
omplessa. Una delle 
onseguenze della (8.51) �e 
he T non �eun operatore lineare in quanto T (a 1 + b 2)T y = a� �1 + b� �2 :Se O �e un operatore hermitiano funzione delle variabili ri, pi e di altre quantit�a 
omplesse ai,allora, da 
i�o 
he �e stato detto, si ha 
heTO(ri;pi; ai)T y = O(ri;�pi; a�i ) :In generale, un sistema �e invariante rispetto all'inversione del tempo seTH(ri;pi; ai)T y = H(ri;�pi; a�i ) = H(ri;pi; ai) ; (8.52)dove H �e l'hamiltoniana del sistema.A prima vista sembrerebbe 
he la (8.52) permettesse di de�nire una nuova 
ostante delmoto e le 
onseguenti regole di selezione ma, a 
ausa della (8.51), questo non �e possibile inquanto l'operatore T , oltre ad agire sulle variabili dinami
he, 
ambia an
he le quantit�a 
om-plesse. Per render
ene 
onto, 
onsideriamo la me

ani
a quantisti
a non relativisti
a, 
he sifonda sull'equazione di S
hr�odinger H = i~� �t :An
he se H soddisfa alla (8.52), l'equazione non pu�o essere invariante, in quanto diventaH � = i~� ��t ;e quindi la  non pu�o mai essere autofunzione di T , 
ome a

ade inve
e per l'operatore parit�a.La veri�
a dell'invarianza rispetto all'inversione del tempo dell'hamiltoniana di un mo-dello pu�o essere fatta indirettamente tramite l'operazione 
ombinata di inversione spaziale e di
oniugazione di 
ari
a.



124 Coniugazione di 
ari
a, parit�a e inversione del tempo8.5.1 Il teorema TCPS
hr�odinger, L�uders e Pauli dimostrarono un'importante 
onnessione fra l'invarianza rispet-to alle trasformazioni proprie di Lorentz e l'invarianza rispetto ad una qualsiasi 
ombinazionedelle tre trasformazioni di parit�a P , di 
oniugazione di 
ari
a C e di inversione del tempo T . Ilteorema, 
he formularono �e il seguente:Teorema 8.1 (TCP). Se una teoria di 
ampo �e lo
ale e invariante per trasformazioni propriedi Lorentz e se le funzioni di 
ampo soddisfano alle relazioni di 
ommutazione imposte dalla
onnessione spin-statisti
a, allora essa �e invariante rispetto al prodotto TCP .Questo teorema permette di dimostrare 
hei. la massa delle parti
elle deve essere uguale a quella delle antiparti
elle;ii. la vita media delle parti
elle deve essere uguale a quella delle antiparti
elle;iii. tutte le propriet�a elettromagneti
he delle parti
elle devono essere uguali (a parte il segno)a quelle delle antiparti
elle.La veri�
a dell'uguaglianza delle masse, delle vite medie e dei momenti magneti
i delle parti
ellee delle antiparti
elle 
ostituis
e una delle prove sperimentali dell'invarianza delle varie interazionirispetto all'inversione del tempo. �E stato per esempio veri�
ato 
he le masse dei mesoni K0 e�K0 sono uguali entro una parte su 1016. L'uguaglianza dei momenti magneti
i del �+ e del �� �everi�
ata entro una parte su 106 e quella fra i momenti magneti
i dell'elettrone e del positroneentro una parte su 105.Tutte le interazioni sono invarianti rispetto al prodotto TCP , ma �e diverso il loro 
om-portamento per le singole operazioni. Infatti, mentre le interazioni elettromagneti
he e debolesono invarianti rispetto a P , a C e a T (o CP , 
he sappiamo essere equivalente), l'interazionedebole non �e invariante rispetto a P e a C, mentre non �e an
ora si
ura l'invarianza rispetto a T(CP ). Quest'ultimo dubbio per le interazione deboli deriva dallo studio di esperimenti 
ondottisul sistema K0 � �K0.8.5.2 Il sistema K0 � �K0Il mesone K0 e la sua antiparti
ella �K0 
ostituis
ono il sistema pi�u adatto allo studiodell'invarianza delle interazioni deboli rispetto all'operazione PC.Poi
h�e i due mesoni hanno una stranezza opposta, le interazioni forti (
he 
onservano lastranezza) non possono mai produrre una transizione K0 ! �K0 e vi
eversa, ma le interazionideboli non 
onservano la stranezza e infatti l'esperienza dimostra 
he essi possono de
adere instati di stranezza nulla 
ome, per esempio, due pioni.A 
ausa della transizione del se
ondo ordine nella 
ostante di a

oppiamento deboleK0  ! � + �  ! �K0 ; (8.53)i K0 prodotti nella reazione forte �� + p! �0 +K0 (8.54)



8.5 L'inversione del tempo 125si trasformano in �K0, per 
ui si forma un mis
uglio K0� �K0. Supponiamo ora 
he l'interazionedebole sia invariante rispetto al prodotto CP ; poi
h�e i due mesoni hanno la stessa parit�a (sonobosoni) e la 
oniugazione di 
ari
a li 
ambia l'uno nell'altro, si ha 
hej �K0i = CP jK0i ; jK0i = CP j �K0i : (8.55)di 
onseguenza i due mis
uglijK1i = 1p2(jK0i+ j �K0i) ; jK2i = 1p2(jK0i � j �K0i) (8.56)sono autostati di CP 
on autovalori opposti. Usando le (8.55) si ottiene infatti 
heCP jK1i = jK1i ; CP jK2i = �jK2i : (8.57)Poi
h�e il pione neutro ha parit�a negativa e parit�a di 
ari
a positiva, si ottieneCP j�0i = �j�0i ; (8.58)e quindi CP j�0 + �0i = (�1)lj�0 + �0i ; (8.59)dove l �e la parit�a del moto relativo. Analogamente, tenuto 
onto della (8.7), si haCP j�0 + �0 + �0i = �(�1)lp+lq j�0 + �0 + �0i = �j�0 + �0 + �0i ;CP j�+ + �� + �0i = �(�1)2lp+lq j�+ + �� + �0i = �j�+ + �� + �0i : (8.60)Di 
onseguenza solo il mis
uglio K2 pu�o de
adere in tre pioni.Poi
h�e lo spazio delle fasi di un de
adimento in tre 
orpi �e pi�u pi

olo di quello di unde
adimento in due 
orpi, la vita media del K2 �e pi�u grande di quella del K1 (
ir
a 500 volte),per questa ragione il mis
uglio 
he de
ade in due pioni �e 
hiamato KS (Short), mentre quello
he de
ade in tre pioni �e indi
ato 
on KL (Long).Ma �e proprio vero 
he KS e KL 
oin
idono 
on le due 
ombianazioni lineari (8.56)? Laprevisione di Gell-Mann e Pais di due mesoni di vita media diversa ebbe presto 
onferma spe-rimentale: si osserv�o infatti 
he un K0 prodotto in un 
erto punto, propagandosi nel vuoto si
omporta 
ome la sovrapposizione di due stati di vita media diversa, uno 
he de
ade in duepioni nelle vi
inanze del punto di produzione e l'altro 
he de
ade in altri modi a distanza assaimaggiore dalla sorgente. Il fatto sorprendente �e 
he sin dal 1964 una serie di esperimenti hannomostrato 
he an
he il mis
uglioK0� �K0, 
he de
ade lontano dalla sorgente (a vita media lunga)presenta stati �nali di due pioni in tre 
asi su mille e 
i�o viola 
hiaramente l'invarianza rispetto aCP . Il problema non �e an
ora stato 
ompletamente risolto, ma tutto fa pensare 
he la violazionedell'invarianza rispetto a CP sia dovuta ad un'interazione superdebole 
he mes
ola gli stati K1e K2 dati dalla (8.56). Ponendo 
os��KS = 1p1 + j"j2 (K1 + "K2) ; KL = 1p1 + j"j2 (K2 + "K1) ; (8.61)
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ari
a, parit�a e inversione del tempomediante un'analisi abbastanza 
omplessa dei dati sperimentali si trova 
he il parametro dimes
olamento " ha il valorej"j = (2:30 � 0:02) � 10�3 ; arg " = 43:0 � 1:5 : (8.62)SeKL fosse una 
ombinazione lineare 
on uguali 
oeÆ
ienti diK0 e �K0, 
ome appare dalla (8.56),lontano dalla sorgente il rapporto fra le probabilit�a di transizione dei de
adimenti semileptoni
iKL ! ( �+ + e� + ��e�� + e+ + �e ; KS ! ( �+ + �� + ����� + �+ + �� ;dovrebbe essere uguale a 1, mentre inve
e i dati sperimentali rivelano una debole asimmetria(1.0033) verso gli stati �nali 
on i leptoni positivi rispetto agli stati �nali 
on i leptoni negativi.Usando la 
ombinazione lineare (8.61), dai 
al
oli si ottiene un valore di " 
ompatibile 
on la(8.62).Molto in breve, questo �e 
i�o 
he si pu�o dire per ora sulla violazione CP nelle interazionideboli. Va 
hiarito 
omunque 
he questo �e l'uni
o 
aso in 
ui �e stata sperimentalmente a

ertatatale violazione. I tentativi di trovarla in altri fenomeni hanno sempre dato risultati negativi.
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