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TAPITOLO I° - LA DISTRIBUZIORE SPAZIALE DELLE STELLE

i.j

E' noto cthe le stelle non sono isotropicamente distribui-
te nelle spazio, ma che tendono a formare gigantesche associa
zioni fisiche, che prendono il nome di galassie. Nel seguito,
salvo indicazione contraria, ci riferiremo, col termine Galas
gia, usatoc al singolare, a quella che ospita il nostro Sole.
Di essa vegliamo qui ricavare 1'attuale struttura stellare ,
senza fare riferimento, per ora, alle proprietd fisiche parti
colari delle singole stelle (tipo spettrale, colore, etec.).

Il problema comporta la determinazione sperimentale di u-
na funzione di densit3 stellare assoluta® Di(xj).

Sia 0, X1, X725 X3, Un assegnato sistema di riferimente
detto Potxi, xg, xg} un datoc punto dello spazio, e indicato

con AV = 4 A% un volume cubico (sufficientemente grande)

i=1
centrato in Py, sia aN(P,) il numerc di stelle della Galassia
che ¢adono in AV.

D(xi) si definisce come quella funzione per cui:

e} O ..0 - :
(1) D(xl,xz,xa) axlﬂxzﬁxa = aN(PO)

ossia D(x;) misura il numero di stelle per unitd di velume del
la Galassia. _
Per determinare questa funzione si dovra:-

a) assegnare il sistema di riferimento;
b) misurare per ogni stella della Galassia, rispetto al date
riferimento, le coordinate di posizione spaziali.

Nel seguito, faremo uso del sistema di Coordinate Equato-
riali Celesti, Sg, as &, I, corrette ad un determinato equino
zio (effetto di precesgione e moti propri). In tal modo la
funzione di densitd assoluta si scrive:

(#) Sia D{xzy) la funzione di distribuzione assoluta per ¥ pun
. ti Py, nello epaszio definilo dalla terna 0%y, %y %g° a=

ra;
e
{1) ' {if D(miJ de dmz dxs =N
Diz.)
Poeto 6(z£} = Nt 81 ha:
$m
f2) {if 6(:£) dmI dzz dxs = 1

8fxs) & detta funzione di distribuzione relativa e l'inte
grais {8), integrale di normglizzagszione. Nel aseguito con-
verremo di indicare con lettera latina le funzioni di di-
gtribuzione assolute, con lettera greca, quelle di disiri
buzions relative.
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(2} D = Dir, =, 6)t=‘to

Quanto al punto b), sorge un prcblema di natura pratica .
Infatti, mentre & sempre possibile misurare, per una data
stella 5, l'ascensione retta a e la declinazione § {(purché
la stella sia visibile), solo in pochi casi (parallassi trigo
nometriche) siamo in grado di determinare la coordinata radia
le r. Eccettuati questi casi, per conoscere r, si deve ricor-
rere al metodo indiretto degli Indicateri di Distanza. Tale
metodo si fonda sulla misura della magnitudine apparente m,¥
e sulla formula:

(3) My =my +5 - 5 log r - a, (v, a,8)

dove:

i) M, & la magnitudine asscluta ]

ii) ay (rye,6) & un termine che misura, in magnitudini, la
"perdita di luce” per effetto dell'assorbimente interstel

lare,

Nell'ipotesi che l'assorbimentc interstellare sia trascu-
rabile sara:

(4) =T (r,u,8) = 0

per cui la (3) diviene:

1 = -
{313 M, = m, + 5 5 leg 1

Cosi il problema della conoscenza di r si traduce in quello
della conoscenza di M. Vi sono vari metodi per determinare
la magnitudine assoluta, sia per stelle singole (spettrome-
tria, fotometria a pil colori) che per stelle di ammasso
(stelle campione, diagramma colore grandezza), ma sono, in ge
nere, troppo lunghi e spesso inapplicabili a stelle deboli. ~

Noi tratteremo il preoblema della determinazione della fun-
zione di densitd ricorrendo ad un procedimento statistico. Co
minceremo col discutere 1l caso in cul viene supposta la per-
fetta trasparenza delle spazio interstellare.

552

Sia P un punto sulla sfera celeste, di coordinate angola-
ri a e 6. Diremo C(a,8) un cone con il vertice nell'osservato
re Sy, l'apertura (area angolare sottesa dal cono) w unitaria,
e l'gsse diretto da Sg verso P. Se w & un grado guadrato, in
radianti sara:

(2 ) L'indice ) sta ad indicare il tipe di magnitudine (foto-
grafico, visuale, ete.) che deve essere omogeneo nei due
membri di (3) e (3'). Nell'Appendice 1A 8i vede come ifa-
le indiece sia signifieativo anche per il termine a-



. m 2 -4 2
w = (Egﬁﬁ) = 3.0u08 . 10 rad

Chiamiamo, poi, T(r/a,8) il troncocono che si ottiene
dal cono.C, segandole con due piani normali all'asse a di-
stanze rispettivamente r e r+ar da Sg (fig. 1)

_____________ r__.__F__._.__
Se _ ‘ ’ Plx,d)

I1 volume di T(r/a,§) &, covviamente:

(53 &VT = wr2 Ay

Definiamo ora alcune funzioni utili nel seguito.

a., A(m,/a,8): & detta funzione di densitd areale assoluta,
per le stelle di magnitudine apparente m;. Considerato il co-
nc Cf{a,8}, la quantita: '

(6) A(mlfu,ﬁ} Am,

misura i1 numeroc di stelle in C, che appaiono all'osservatore,
poste in 55, con magnitudine apparente, tra m; € my+4m;.

La funzione A{m,/o,8) pud essere determinata sperimental-
mente contando il numerc di stelle che si proiettano in un'a-
rea angolare unitaria di cielo, centrata in a ¢ §, aventi ma-
gnitudine compresa nell'intervallo m, , m +Am, .

b. F(r/a,8): & detta funzione di densitd stellare radiale
assoluta. Se T(r/a,8) & un troncocono, la quantita;

(73 F(r/a,8) Ar

conta il numero di stelle (indipendentemente dalla lorc magni
tudine assoluta) che cadono in T.

Tenutoc conto della (5), il legame tra F e D, che & una
densit3 per unitd 4i volume, sard date da:

(8) F(r/a,8) Ar

D{r,a,s} aVT i

D{r,us6) mr2 Ar

ossila:



¥
{81) Flr/fa,8) = wrs Dir;a;8)

c. B{M;/r,= 6) & detta funzione di distribuzione assolu-
ta delle magnltudlnl assolute. Neil'elemento cubico di volume
{unitario) 4V, centrate in P{r,o.8), la quantit3:

(9) ' L(Hlfr,u,é) AM,

conta il numero di stelle che hanne magnitudine assoluta com-—
presa tra M; e M, + aM,.

81 pii& anche definire una funziocne di distribu -
zione relativa delle magnitudini assolute, per unitd di volu-
me, n(M /r.0,8), imponendo la condizione di normallzzazlnne

i) h(H i 0 6) dM =1
+m

n

Se N(r,c,s) & il numeroc totale di stelle in AV(r,u,8), sa
ra ovviamente:

In conseguenza, il legame tra L e A &:

(11) . L(Hafr,a,é) = D{r,a,8} A(M, /r,0,6)

Indichiamo ora con AN(M,/r,s,8) il numero totale di stel-
le che, nell'elemente troncoconico T{r/a,4) di C hanno magni-
tudine assoluta M,. Sara:

{12) AN(HAfr,u,G) = F(r/a,8) A(Hlfr,u,d) Ar
o anche, ponendo in lucgo di M, il valore fornito dalla (3'):
(121) AN(m, + 5 - 5 logr/r,a,8) = F(r/a,s) .

5 A(m + 5 - 5 logr/r,a,8) Ar

Tenendo my costante, si integri la (12') rispette ad r,
cicé su tutte il conc C3; ovviamente 1l'estremo superlore d'in~-
tegrazicne ha valore simbolico, poiché in realtd noi gi limi-
teremo a considerare stelle della nostra GSalassia, che ha di-
mensioni finite: .

+ o
(13) f Flr/a,8) am, + 5 - 5 logr/r,a,8)dr = A(m,/a,8)
0

La (13} ha, per ora, solc valore simbolico, non essendo
note le funzionl integrande. S1 ricorre, allora, ad una gem-
pllflcazmone, supponendo che la funzione A(kar a,8) sia 1a
stessza in ogni punto della Galassia, ossia che:

(14) n(Hk/r,a,G? = A(Hl)



g

La {1%) non € verificata dall'asservazicne", ma noi 1T'ac-
cetteremo come una prima approssimazione. In tal caso, essen-
do indifferente il punto della Gatassia dove A(M;) viene de-
terminata, dovrd essere, in particolare:

(15) ' A(M,) = A(M,/0,0,0)

osgia, a rappresentare la funzione standard A(M,) potremo
prendere una determinazione fatta per stelle vicine al Sele .
Ivi essendo misurabili le distanze con le parallassi trigono-

- metriche, la (3') pud essere usata per determinare My, e, 1in

uitima analisi, A(M,)®X. Con 1la (11), dalla (15) si ha:

L. (M, ) LEHAIr,u,G)

(16) AM,) = =
o] Dir,a,s8)
1'indice zero indicando valori calcolati in proésimité del
Sele. '
Posta, allora, la {i6) nell'integrale (13), si ha:

- o LOCHA)
{(17) Alm, /o,8) = J F(r/o,8) —g— 4dr

1 n 0 +
o anche, con la (8),

te, L (M)
(177) A(mm:‘u,ﬁ) = w f r D(r,o,§} - dr
' 0 =}

Se i ricorre alla funzione di densitd relativa al Sole:

Alrn. 83 = D—(-;bir‘s—’
(]

la (177} diviene:

o
{17 A(ml!u,ﬁ) = ﬂ) r? Al{r,a,8) Lo(Hlj dr ?

Poich& e¢i sard utile nel seguito, operiamo una trasformazione
gulla (17"). Posto:

_ L XXX
183 m,o- M =y,

{(x) Yedi Cap. V.
(e=) E' logieo che, per formulars queata ipotesi, ei scelga
A e non piuttceto L. La acelta di quest'ultima funsions,
infatti, implicherebbe che in ogni punto della Galassia
non solo ¢i fosse la stessa dietribuzionme relativa psr
le magnitudini assolute, ma anche la stesea densitd!
{zzz) ¥, prends il nome di Modulo di Dietanza.



dalla {3') =i ha:

{19) ¥, = Slogr - &
ossia:
+0.2 ¥y
{18') r = 10.10
Byh
(19%> r =10 e g = 0.2 1In 10
La (18"} mostra che, per un'assegnata lunghezza d'onda

efficace i, r & funzione del solo modulo di distanza y;. In
conseguenza, le funzioni sin qui definite potrannc essere ri-
seritte come dipendenti da y) inveceche da r. Osservato che:

BY, 0.2y,
dr = 10 gea dyl = 10 glO c‘l:,,r}h

la (17"} potra essere scritts—con ovvio significato dei sim-
boli: :

ke 0.6 ¥,
8 w 107 71 10 ﬁ(yl,a,ﬁ) .

—_—

i B A(mkfu,ﬁ)

. LO(ml = yh) dy,

L'estremc d'integrazione inferiore passa da 0 a -=; infat-
ti per r » 0 si ha:

lim ¥y n -=
r={

Ancora, differenziando la (18), per m; = cost., si ha:

dy, = - dM,

per cui la (17"} diviene:
fa

(17" Alm, /o,6) = go 10° 100-57
—CI.GMl
« 10 LD(MA} de
Le equazioni integrali del primeo tipc™ (17'), (17M),
(17™), (17™% risclvono, nelle ipotesi fatte, il problema
della determinazione della funzione di densitd stellare. Infat
ti sia A che Lg possono essere determinate dall'osservazione.

{z] Cfr. C. Villi: Metodi Matematiei della Fisica.
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Mostriamo qui, come esempio dell'uso delle (17) alcuni »ri-
sultati ottenuti nel passato.
Cominciamo cocl fare le seguenti ipotesi:

(i) la @alassia & indefinitamente estesa
t{ii) le stelle sono uniformemente distribuite'in essag;
{iii) lo spazio & perfettamente trasparente.
La seconda ipotesi impone che:

ﬁ(yl,a,ﬁ) s 1
Introdetto questo valore nella (177"}, si ha:

& 3 0.6m, 4= _O'EMA
(20) ﬁ(ml) = Bwl0 10 i 10 LQ(MX} dM,

L'integrale definito al secondo membro della (20), essendo
la funzione integrarda funzione soltanto di My, potrd essere
posto uguale ad una costante. Cosi sara:

.6 m,
(21) , A{ml) = 2 1B

I1 rapportc tra il numerc di stelle in intervalli successi
vi di magnitudine € cosi:

A(ml + 13

" 0.6 _
=y = 10 = 3.981
A
Se indichiamo : con Ig; la guantitd di luce ricevuta da

una stella di magnitudine apparente zero, la quantita di luce
I, ricevuta da una stella di magnitudine apparente m, & data
da:

I

(22) m, = 2.5 log —%i
A
clioé;
-0.u m,
L] =
{22') Il Iol 10

Percid 1'intensitd totale di luce stellare T(m,)}, per gra-
do quadrato di cielo, in ogni direzione, Ggiginata da stelle
pid brillanti della magnitudine apparente m,, & data da:

{z) La notaziop— moetra che A, eotto queste ipoteai & indipen
dente dali. direzione {a e &).
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' _ Py 0.8 m,
(23) T(E, fa,8) = I_ J-ﬂlﬂ Alm, /a,8) dm,

Con 1la (21), che, 61 ricordi, & valida se sussiste l'ipote
gi (ii), la (23} diviene:

= €, 10

mlloo.E mldm ; O.ZImJ|
- =G

{23") T(ﬁlfu,ﬁ} = C,

Nell'ipotesi (1) cicé che la Galassia sia illimitatamente e-
gtesa, essendo:

lim ﬁl = 4w
P+t

dalla (23') si conclude che la quantitd di luce dovuta . alle
stelle della Galassia, che raggiunge l'osservatore, dovrebbe
essere infinita (Paradosso 4i Olbers).

Sopprimiamo ora l'ipotesi secorda, e sostitulamela con la
seguente: |

(ii') la funzione &(y,,;a,5) & rappresentabile nella forma di

Schwarzschild:
2
- {yl - yoh}
2K2
{24 _ ﬁ(yl,u,ﬁ) = ﬂ(yk) & Cb e
Suppesto che:
2
_ (Ml - Mol)
D 262
{25} L (M} = 2 g
U#?ﬂ
la (17™) diviene:
?
+e U Symrea e
cC.D 3Ry 2 2
(1?""')A(ml) = Buw 103 o ? J e A e 2K 20
: /21 /-m
Integrande rispetto ad ¥y si ha:
2
) Gfm;,,L - mﬂl}
Z
(26) Alm) = —— e 20
: a¥Y 2T

dove!

avidldd



Bﬁyol + 5321{2

N - go10cDKe 2
O o

Y2

) 9
Moy = Yoy tOIBK 4 Mo,
2. 2 8

Chiaramente i parametri N, mpy € @ saranno determinati da
un confrontoc con le osservazioni. Nel 1820, Kagpteyn e van
Rhijn, pubblicarono uno studio complete sulla istribuzione
spaziale generale delle stelle, basato sulla legge di densita
spaziale di Schwarzschild. Essi trovarono che la Galassia do-
veva avere forma ellissoidale,con il Scle non distante dal
centro dell'ellissoide;in ogni direzione da esso uscente la
densits stellare decresceva. Teoricamente il sistema doveva e
stendersi all'infinito; ma in pratica si dette un limite arbl
trario dove la densitd stellare risultava minore di 0.01. Que
ste modelioc di sistema stellare, dettc Universo di Kapteyn
fu, a suc tempo, considerato conclusivo. Oggli & ben noto che
le osservazioni mostrano una diversa realta. Una delle prinei
pali lacure nella derivazione dell'Universo di Xapteyn & sta-
+a 1'aver trascurato 1l'assorbimento interstellare.

Galaclic
Pole

=T T T Y L IR T
BOOG BOOC 40RO 2000 0O 2000 4000 EOD0 800G ps

§.4

Cercheremo ora di determinare formule analoghe alle (17) ,
sopprimendoe 1l'ipotesi della perfetta trasparenza dello spazio
interstellare. Dovremo pertanto ricorrere all'equazione (3) ;
gara ancora comodo porre!
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(26) y, = m - M, = 5 log v - 5 + &, (r{u,s)x

(v prende ancora il nome di module di distanza) per cui:

+0.2 [y}t . a:\(r;’u,ﬁg_\
1010

(26') r
EE’ - a {r/a GE]
10 & A A ?

{26") T

gon § = 0.2 1ln 10

Le (26) mostranc che il module di distanza y & ancora fun
sione solo di r, per assegnate coordinate angolari a e &, e
per una data %X, Pertanto, anche in queste caso, le funzioni

dafinite per r al §.2, potranno essere rigeritte in funzione
di ¥y Cosl la (13)diviene:

Jo ;

' = -
(13") A(mlfa,ﬁ} - {m Fy(ylfu,é)ﬂ(ml yl/yl,a,ﬁj dy,

Se si impone ancora l'ipotesi della costanza della fun-
»ione A su tutta la Galassia, ponendo cloé:

(15') ﬂ(ml—yljyh,a,é) = ho{mh_yh)
o anche:
L (m, =vy,)
-
calak _ Ao(ml_yh) = 5
o
otterramo:
| Fw OF (y/a,B)
{17'a) E(mlfu,é) £ I-m —i—ﬁ;———— L0 (ml-yl) dyJL

Tn tal modo si determina Fyly;/e,8)..
Stimando incerto il valere di’ Do, taluni preferiscono dare la
funzjone:

Fy(ylfu,ﬁ)
{27) ﬁy(ykfu,é) = 5

Q

Vogliamo ora trovare il legame tra Dly; 0,8} e Fy(ylfa,a). Sa
r3i, ovviamente: :

(28) D(yl,a,ﬁ) AV = Fy(ylfu,a) Ay,

se AV & il volume dell'elemento troncoconico su cui opera Fy.
Ricordando la (5), si ha:

fe) Vedi Appendice l4.
(2x) Si noti che la dipendenza di ¥, da a, 6, » ¢ » & legata
alla eonpscenza della funatone ul(a,ﬁ,r).



AV = mr2 %l

ed, in termini differenziali:

3
(29) AV = ar® di = wd (I

Poiché r = r(y,), la (26) pud scriversi come:

(26} ¥, = 5 log r -5 4 a, (}"l{'u,ﬁ)
ossia: .
0.2 |y,=a,(y,/a,8)
e SRR ANENZS)
1 es[}A-alcyAfu,aﬂ

Posta la (26"") nella (29}, si ha:

SB[yl-al(ylfu,Gﬂ
w107 g | & ]

(30) av

3

3
Bw 10" e dyl

Ss[yl-al(ylfa,éﬂ [ dal] ;
Ya

per cui, riscritta la (28) in termini differenzialij sara:

SE[} -a ] da
- 3 A T A
(31} D(yl,a,é" w1l e 1l - E = Fy(ylo"ﬂ-,ﬁ}

La (31) fornisce D(y;,a,3) a patto che siano note ay e 1la
sua derivata rispetto aé

Bisognerd gquindi ricorrere ad una ipotesi sulla forma di
ay. Viceversa, noto che sia D, avremo delle indicazioni sul-
l'andamento di a Facciamo infine notare che la (31), asso -
ciata alla (17’ a% ha valere sintantocheé si rltenga accettabi-
le 1l'ipotesi della costanza su tutta la Galassia della funzig
ne di distribuzione relativa delle magnitudini assolute.

§l5

In questo paragrafo viene descritta la forma e la costitu-
zione della nostra Galasslax; essa ci appare come un sistema
materiale compositc i cui elementi principali sono:

a4, i1 disco.
b. i bracci di spirale
e. 1'Halo

(=) Una deacrizione pin dettagliata potrd trovarsi al Cap. V.
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11 disco & una formazione piatta, a simmetria circolare,di
spessore piccolo rispetto al raggio (v 15000 pc.), con densi-
+3 stellare crescente verso il centre. Qui si trevano stelle
di eti intermedia, stelle 4i nucleo, ammassi aperti avanzati.
Su di esso si innestanc i bracci di spirale, costituiti da
gas e da stelle giovani e giovanissime, Al maregini di uno di
tali bracei si trova il Sole, ad una distanza di cirea 10000pc
dal ecentro del disco. I1 tutto & pol inviluppato in una forma
zione a simmetria sferoidale, 1'Halo, costituito da stelle =
vecchie ed ammassi globulari.

- Mukrlea

Bular stelrm
3

i
SIVI®) ﬁ

Spbral arins
{rrens merlinn}

Fig. 3

La precedente sommaria descrizicone & il risultato dell 'os-
servazione diretta nella nostra Calassia e dell'estrapolazio-
ne ad essa delle osservazioni per le nebulose extragalattiche,
Ad esempic, l'esistenza di una formazione discoide € prestoe
suggerita dall'osservazione della Via Lattea, e confermata
dalle immagini di galassie esterne.

Tutto cid induce a sostituire alla Galassia un modello,che
chiameremo "Sistema Stellare Tipo", il quale goda di partico-
lari simmetrie.

In pratica si tratterd di un ellissocide a due agsi schiae-
ciato, con gsimmetria rotazionale rispetto all'asse minore e
simmetria rispetto al pianc dei due assi maggiori. Ciascuna
cezione fatta con un piano passante per l'asse minore, dovrd
rappresentare, quanto alle proprietd fisiche, una media stati
ctica di tutte le sezioni fatte sulla Galassia coi medesimi
criteri. In particolare, ora, ci interessa la distribuzione
della densitd stellare. L'ocsservazicne, unitamente al modello
fatto, impone che il massimo della densitd stellare debba col
locarsi nel centro dell'ellissoide, il cui corrispondente pun
to nella Galassia viene detto centro Galattico. Tra tutti i
piani normali all'asse minore, quello passante per il centro,
& detto piano Galattico o piano equatorijale.



Chiamiamo emisferoc nord della Galassia, quella parte, limi
tata dal piano Galattico, che contiene 11 polo nord terrestre.
L'altra parte sara detta emisfero sud®. Consideriamo ora, nel
nostro modello, un piano o passante per il Sole e parallelo
al piano Galattlco.

i

&
Fig. 4

Definiamo il seguente sistema di cocordinate, centrato nel
Sole, che c¢hiameremo Sistema Galattico:
l'asse £, sul pianoc &y gsia diretto verso l'asse minore dell'el
lissoide, 1'asse [ sia ortogonale al piano ay crientato verso
l'emisfero nord, e l'asse f, sul piano &, sia posto in modo
che la terna Sg, £, n, £, risulti trirettangola levogira. B5i
pud anche passare al corrispondente sistema polare, definendo
una longitudine galattica LI, misurata in ore o gradi e una
latitudine galattica Bl %%, misurata in gradi (fig. 4). Que-
sto nuovo sistema di coordinate ha numerosi vantaggl rispetto
al sistema equatoriale. Bisognerd ora trovare guantitativamen
te le equazioni che legano guestl due sistemi, per poter pas-
sare da ocsservazioni di posizione in Coordinate Eguatoriali a
posizioni in Coordinate Galattiche. A gquesto scopo & necessa-
rio gohogcere la posizione (o e 8) del centro Galattico e la
giacitura del piano Galattico. Sard bene notare, conde evitare
equivoci, che la giacitura del piano Galattico & individuata
dalle cocordinate del Polo Nord Galattico, ¢he & un punte al-
1tinfinito (una direzione). In particolare sarannc coordinate
del Pole Nord Galattico quelle della intersezione con la sfe-
ra celeste di una retta passante per il Scle e normale al pia
no Galattico. Se il 8éle occupasse il centro del Sistema Stel

() La definizione ha sensc poiché l'asse di rotazione terre
gtre non giace sul ptano Ggalattico!

{zx) L'apice I std ad indieare che il presente sistema dt
coordinate galattiche & quello oche 8t deduce da conside-
raztont sulla deneitd etellare. Come vedremo, piti moder-
namente 81 pud definire un nuove eietema galattico ELE o
8Ll, pasandosi su oseervaaioni radicastronomiche.
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lare Tipo, o almeno giacesse sul piano Galattico, noi vedrem-
mo che la linea di massima densitd stellare (in pratica 1'in-
tersezione del pianc Galattico c¢on la sfera celeste) corri
spenderebbe ad un cerchic massimo sulla sfera celeste. Poiche
a priori dobbiamo porci nel caso pili generale, supponlamo che
il Sole non giacecia sul piano Galattico, e immaginiamoc di a-
ver determinato, con metodi qualunque, una posizione approssi
mata del Polo Nord Galattico. Con & e b indicheremo longitudi
ne e latitudine galattica in un sistema galattico che fa rife
rimento a tals determinazione. Dividiamc ora 1l'eguatore Galat
tico "provvisorio" in n parti uguali (di lunghezza angoilare

2n i A i 5 @ s 4 i
AL = 7? e consideriamo uno degli n spiechi sferici che si ot-

tengono prendendoc i cerchi massimi per i poli galattici e i
punti di divisione (sl ricordi che siamo nel sistema approssi
mato). Ivi la densitd stellare superficiale sar3d funzione di
b. Sard quindi possibile determinare il punto dove essa & mas
sima.

Determiniamo cosi, per ognuno degli n spicchi, un punto Q,
di coordinate £ e b, dove la densitd stellare superficiale &
massima {(nel Sistema Stellare Tipc tale punte dovrebbe corri-
spondere ad unc di quelli coi guali il piano Galattice inter-
seca la sfera celeste). '

Indichiamo ora con P il nostro polo approssimato , e con
Pp il polo vero, essendo Ly € by le sue coordinate nel siste-
ma approssimato.

La fig. 5 illustra la posi-
zione in cui vengono a trovar-
si P, Pg e un punto Q tra gli
n determinati come s'e detto
in precedenza. La quantita P
corrisponde a b, nel sens¢ che
esprime la possibile non appar
tenenza del Sole al piano Gar
lattico. Risolvendo il triango
lo sferico di figura®™, si ha:

{32) cos(90+p)=sin b sin bg +

+ cos b cos bg cos(z2 Lg)
Se la determinazione approssi-
mata di P & ragionevolmente buona, si pud supporre che b aif
ferisca di poco da 90°. Inoltre, poiché & noto che il So%e &
prossimo al pianc Galattico, pur non appartenendogli, si pud
supperre che b e p siano prossimi a zero. Percid, in prima ap
prossimazione:

inb. = 1
1 sin o

1]
et

cosp cosb

b

ginp sinb

n
i

da cui;

(z) Vedi Appendice 24.



(33) p + fcosb_cost ) cost + (cosb  sing ) sing = - b
Ciascun punto di .assima densitd areale stellare coi valori
osservati £ e b, did luogo ad una equazione di gquesto tipo.Cel
retodo dei m1n1m1 quadrati si possono allora determinare 1le

tre 1n003n1te p¥, (cosb costg) e (cosbg sint g)+ Eventualmen-
te si pud adoperare un procedimento Clcflco per migliorare 1
risultati. 8i noti che il metodo dei minimi quadrati tratta
statisticamente le fluttuazioni, e percid il polo cosi deter-

minato ha senso non solo nel modellc, ma anche nelia realtli .
Se pora:

{34 = : -
) cosbg coszg a cosbg 51n£E b
sara:
(35) LA = E = E
tg g a Eg arctg 3
_ a - a
{36) cosbg E bg arcos

cos [arctg g] jadw] = [arctg %]

Si rifletta sul fatto che la misupa delle coordinate di Pg
pud farsi prendendo varie classi di oggetti {ad es., stelle
di dato tipo spettrale, o di data magnitudine apparente, etc)
e che i risultati ottenuti possono non concordare tra lero.

Restano ora da conoscere le coordinate £5 e Dg del centro
Galattico vero rispetto al sistema galattico approssimato. U~
na volta note sard facile stabilire le funzioni:

¥ & the,n)
(37)
o

BI(E,b)
e poiché sono note le funzioni:

2 t{a,8)

(38)°
b

bla,8)

potremo finalmente ricavare le funzioni di trasformazione del
le Coordinate Equatoriali in Coordinate Galattiche:

LI

BI

LI(u,G)
(39) T
B (s,8)

Facciamo ora notare che la determinazione di by, € immedia-
ta non appena sia nota &, per cui ci occcuperemo solo di que-
st'ultima quantita Infatti, se & noto &,, bp sard la latitu-
dine galattica del punto { posto a longltudlne fo- Fissato un
valore b della latitudine galattica nel sistema approssimato,
indichiamo con N{(&/mj,b)} una funziocne di densitd areale stel-
lare asscluta fino alla magnitudine m, ; cssia:

(2} In realtd le incognite sarebbero 2+n poiché p € funsione
di g.
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L
(40 - H(E{ml,b} = [ A(EImA,b} dm,

Indichiame poi con Ng(my,b) il valore medio di N al varia-
re di & nell'intervallo O-2w, tenendo costante b, ossia:

= 1 {2m 3
(L1} N, {m, s b> ='E; JD N(¢/m, ,b) d4

La funzione:

) _ N(g/m, ,b)
(42} &(P./m)\,b) AN e T

o

esprime una densiti relativa alla latitudine b, per cgni valo
re della longitudine.

E' facile convincersl che, nel modello del Sistema Stella-
re Tipo, tale funzicne & cimmetrica rispetto a 2,. Bastera
considerare il pianoc perpendiceolare al piano Galattico e pas-
sante per il Sole ed il cen-
tro Balattico, & osservare
la situazione dal Sole a de-

gtra e a sinistra di tale G R
piano. Da gquanto dettsc segue -~
allora che la funzione &4 a- b Lol ﬁg,

vrd, nel suo sviluppo in se-
rie di Fourier rispetto a ig
(si consideri & variabile e
b costante) non nulli solo

i termini in coseno¥*. Analo- Fig. &
go discorso vale per la fun-

zione:

(43) B(&/m, ,b) = 1oga(£fml,b)

longﬂfmh,b) - 1cgNO(ml,b)

e percio:

(44%) B(Efml,b) By ¥ clcostl—£o) + CECDEZ(E-EO}
+ caccsa(m-lo} £ e

Col metodo dei minimi gquadrati si possono allora determina
re, nota B per ogni & al variare di b, le costantl c & 5.
Quanto al valori numerici, per il polo Galattico si ha:

14

o % 189° § = 27°
24 : E

mentre per &  si ottiene:

(z) Vedi €. Villi: Metod? Matematiot della Fisteaq.
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£ = 324°
o

Accenniamo ora ad un sistema di coordinate che ci sari mol
to utile nel seguito, il Sistema Galattocentrico. Esso ha 1'c
rigine nel centro della Galassia, un asse sul piano Balattico,
rivolto verso il Sole, un terzo asse normale al piano Galatti
co orientato verso il nord, ed il sedondo asse sul piano Ga-
lattico disposte in modo che la terna risultil trirettangola
levogira.

Solfa

b
xT
-y




i8

CAPITOLO I[I® - DISTRIBUZIONE DELLA VELOCITA' PER STELLE Vi-
. CINE AL SOLE - '

§II

S'2 detto, nel primo capitolo, che il sistema di coordina-
te equatoriali celesti, facendo riferimento alla direzicne
dell'asge di rotazione terrestre, & un sistema mobile rispet-
to a quello, centrate nel Sole, con assi riveolti verso le
stelle fisse. Si & detto anche che le stelle, per effetto del
moto di rivoluzione della Terra, descrivono, nel corse di umn
annc, una ellisse sulla sfera celeste, detta ellisse d'aberra
zione. Cid premesso, si consideri una stella S, suppeosta vicl
na al Sole X, Diciamo eg e 6o rispettivamente 1l'ascensione
retta e la declinazione del punto Pg sulla sfera celeste da
essa occupato all'istante tg; siano o' e 6§' quelle del . punto
P' da essa occupate all'istante t.

Riportiamo o' e &' all'istante tg, per eliminare gli ef-
fetti della precessicne, ottenendo rispettivamente ué & Gé, &
consideriamo: '

Ao = a

a6 = &' - &
o

11 non annullarsi, simultaneamente, di Ac e 48 implica, neces
sariamente, un moto della stella sulla sfera celeste.

In genere si osserva che per stelle vicine al Scle®*, tale
moto & presente, ed essc prende il nome di moto proprio. Con-
sideriamo ora un sistema di cocrdinate equatoriali, centrate
nel punto Py, della sfera celeste, su cui si proietta, all'i-
stante tg,la stella 5. Sia t, un asse, che dal Sole porta a
Pys Tty un secondo asse, tangente in P, al meridiano celeste,
opientato verso il polo Nord celeste; t,, il terzo asse, tan-
gente al parallelo di declinazione per Fs: sia orientato in
modo che Ps, tas tss tps risulti una terna trirvettangola levo
gira (fig. 1).

Indichiamo con ¥ la velocitd (supposta diversa da zerojdel
la stella 'S rispetto al Scle. Siano v,, Vg € Vr le componentl
di Y secondo la terna scelta.

Si considerino le gquantitd

(x) Il signifiecateo dell'espreasione Wptelle vieina al Sole”
card ehigro nel seguito. In pratica dovremo considerare
solo stelle di un volume con centro il Sole picecl ri-
spetto a quello della Galaseia. :

(zx) Non ai deve pensare che salo le stelle vieine al Sole
poseeggano componenti non nulle di veleoeitd lineare sul-
1a efera celeate. Ma, poiahé cid che 8f osserva @ una vg
lositd angolare {che dipende dalla veloeitd lLineare e
dalla distanza}, & logiec aspettarsi che aolo le stalle
picine al Sole appatono possedere un moto propric non
nulle.
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Ya © It
O

L= Ab
5 tT

componenti ortogonali del  moto
propric sulla sfera celeste. Det-
ta r la distanza della stella 3
dal Scle, sara:

Ve MgeT

k'
s}

- |} 5
uu ILCos

dove nella seconda formula s'é te

nuto conto del fatte che l'arco

di parallelo di declinazione, a declinazicne o,

compreso fra due dati meridiani, risulta cosd$ volte quellc a

declinazione zero compresc fra i medesimi meridiani (vedi fi-
gura 2). Volendo vy e vg in
Km/sec, sara:

Fig. 1}

v = Kp_ .r.cosé
a o

v, = Kus.r
dove K & un coefficiente adimen-
sionale, il cui valore numeri

gipende dalle dimensioni di wug, ug
ed r. Per esempioc, se ug, & ug 8O-
no dati in secondi d'arco per an-
no, e r in parsec, K vale W.74,
Da guanto detto, si vede come,con
sole misure di posizione fatte a
tempi diversi, sia possibile de-
terminare, una volta nota la di-

Fig. 2 stanza r,la "velocita" lineare rvi

i spetto al Scle di una stella sul

pianc tangente alla sfera celeste, Realmente questa procedura
ha due grossi limiti: il primo deriva dal fatto che, al cre -

scere di r, l'incertezza sulla determinazicne sperimentale di

Ax e Ad diviene presto intollerabile.

I1 secondo, dal fatto che, spesso, non & nota la distanza
r, per cui non si possonc calcolare, dalle velocita angolari,
quelle lineari.

A guesto proposito ricordiamo (parallassi statistiche) che
sovente partendo dalla concscenza del mote proprio, si pervie
ne, sotto certe ipotesi fisico statistiche, alla stima di r.

Per misurare la terza componente di ¥, ciod& la velocitd ra
diale eliocentrica v,, esiste un procedimente diretto, legato
all'effetto Doppler. Sia § una sorgente che emetta una radia-
zione monocromatica di lunghezza d'onda di laboratoric },.3up
poniamo che essa sia in moto, rispetto all'csservatore 0O, con
velocitd spaziale V. Sia A la misura della lunghezza d'onda
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della radiazione di 5, fatta da 0. In fisica classica si di-
mostra che:

}LO‘
(1) o r g

n|d<

essendo v, la componente di V sulla retta orientata che porta
da 0 ad § {fig. 3). Se poniano:

la (1) diviene:

{(1'}) ; gy o X p
c

Se v, & positivo (velocitd d'allontanamento) sard anche:
43>0, percid la radiazione subird uno spostamento verso il ros
03 in caso contrario si avra uno spostamento verso il vioclet
to. Se V & ortogonale adr (vp=0}, i=i,, ossia la radiazione non
cambia lunghezza d'onda ¥. Se dunque, nello spettro di una

{z2) Nella relativitd ristretta ai arriva a concluetoni diver-
se. Si dimostra, infatti, che anche le veloettd trasveree

modifieanc la lunghezza d'onda i,, causando sempre uno
spostamento verso il rosso. L'eepresetone sorretia della
(1) é:
Vr
i ar _ gt # /c'
1) i+ —= oy =
? (1 -2 [1- 57
e e

Tuttavia, ee! Vs, Vg << ¢ (assumendo che vy/e, vi/e atano
winfinitesimi con potenze supertori ad uno trascurabili),
si dimoatra che la (1"} eoineids econ la (1').



stella, si misura, per unao pill righe note, la lunghezza 4d'on
da, e la si paragona a quella di laboratorio, tramite la (17),
si pud risalire alla conoscenza della velccitd radiale elio -
centrica vy della stella.

Qualora per una stella siano note vy, Vg e vp, € subito de
terminata la sua velocitZ rispetto al Sole:

|‘n‘l= \/vi + vg + vi

Poiché il sistema di coordinate prescelto (P, t,, ts, tp)
& alguanto scomodo, essendo legato alla posizione della stel-
la, definiamo un nuove sistema di riferimentc, anch'esso cen-
trato nel 5ole. 8ia X un asse che dal Sole porta al punte y3
z un secondc assSe, che porta dal Sole al polo celeste Nord;il
terzo asse, ¥, giaccia sul piano equatoriale terrestre, PEr
modo che la terrma Sg, X, ¥, Z, risulti trirettangola levogira.

Diciamo anche X, ¥ e £ le
compoenenti di ¥V rispetto a ta
le sistema. Una trasformazio-
ne di coordinate, che fa uso
delle formule di Gauss X del
la trigonometria sferica, con
sente di esprimere v, ,v§ & Vp
in termini di %X, v e £. 31
hanno le seguenti formule,det
te di Bravails:

A vasinm - v6005asin6 +

+ vrcosacosﬁ

§ = v_cose - v sinasiné +

&
+ vrsinacosﬁ

> = v._ cos8 + v sin
2 5 i 4

§.2

In questo paragrafo ci cccuperemo delle stelle vicine al So
le. In precedenza s'é visto come, talvolta, per una stel’—. si
posscno determinare con l'osservazione le componenti x,ye =,del
la sua velocitd spaziale rispetto al Sole. Censideriamc ora une
spazio, che chiameremo Spazio delle Velocitd, dove si gia intre
dotta una terna cartesiana trirettangola levogira, di assi X,V
e %, in modo che ivi ogni stella sia individuata da un punto le cui
coordinate sono le componenti della velocita spaziale V della
stella medesima rispetto al Scle. Si comprende che questa rap
presentazione nullaha in comune con quelladello spazio gecmetri
co. Anzi & facile convincersi che la corrispondenza tra punti nel
lo spazio geometrico e punti dello spazio delle velocitd & sol
tanto univoca (ad ogni stella corrisponde un punto velocitd ,
ma non viceversa). Nell'origine degli assi si trova ovviamen-

(2] Vedi Appendice 24.
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te il Sole che ha velocitd nulla rispettoc a se stesso. Il pro
blema che si intende affrontare & guello di determinare, per
la distribuzione sperimentale osservata delle stelle vicine
al Sole, nello spazic delle velocitd, una funzione di freguen
za che rappresenti e interpreti tale distribuzione. In altre
parcle, cercheremc una funzicne: ¢(x%,¥,2}, tale che:

@(io,ﬁc,io)aiaﬁai
rappresenti una gquantitd proporzicnale al numerec di stelle

(di quelle vicine al Sole) che hanno velocitd rispetto al So-
le le cui componenti soddisfano alle limitazicni:

»e

. AX . . A

Koo Bmg & RE Ry ¥ =2
. AY v ; by
- ﬂz_‘ L] Ai
2o "7 S 28 2,5

(ossia stelle che nello spazio delle velocitd cadono in un cu
bo di volume AV = 4XAyAZ, centrato in %X,, ¥4 Zg)-

Questoc problema, nel quale si inquadra 1l'interpretazione
del moto del Sole verso l'Apice, ha un profondo significato
fisico, come vedremo, e fu affrontato gid alla fine del seco-
lo scorsc.

La prima ipotesi fu che le superfici di uguale densita
[¢(x,?,z) = cost] fossero sferiche, con centro nell'origine,
cioé nel Scle. Tale 1pote51, che non ammetteva nessuna dire -
zione privilegiata nei moti delle stelle vicine rispetto al
Sole, fu in seguito abbandonata, in conseguenza del disaccor-
do coi dati d'osservazione.

Nel 1904, sulla base di nuovi dati, Kapteyn mostrd che la
distribuzione sperimentale poteva essere rappresentata da due
distribuzicni sferiche (ipotesi delle due correnti stellari).

In altre parole, Kapteyn propose, per la funzione &(x,y,z)
una espregsione del tipo:

$(5,9,2) = o (% - SR T e N SO I
-2 - ¢2 - -2
¥ Gz(i - X2 ¥ - ¥, 2 zo)

dove ¢, e %, sono distribuzioni sferiche centrate rispettiva-

2 o3 a1 Ll 9 .2 .2 .
vamente in Pl(x s ¥ 20) e Pz(io, yc, io), ogni stella appar
tenendo ad una sola delle due. La velocitd del mote relativo
& data ovviamente dal vettore di componenti:
i 5 1 . 2 =

- X

H < 1
(xo o} 5 (yo - yo) g (20 - zD)

Neppure questa ipotesi, tuttavia, con l'accumularsi dei da
ti d'osservazione, sembrava soddisfacente. Finalmente, nel
1967, Schwarzschild propose una nuova interpretazione della
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distribuziocne osservata nello spazio delle velocitd, basando-
5i sul seguente ragionamento.

§I3

Fgli pensava che, nello spazioc delle velocita doveva esser
vi un punte C, che chiameremo Centroide, di coordinate %o, ¥o
e %5, tale che, su ogni retta passante per €5so, la distribu-
zione della densitd dovesse essere di tipo gaussiano %, con
varianza funzione della direzicne della retta. Restava il pro
blema di esprimere la varianza in funzione della direzione, e
fu pisclto ammettendo che le superfici di uguale densitd fos-
gerc degli ellissoidi a tre assi centrati in C. Vedremo il si
gnificato di guesta scelta in seguito.

Diciamo ora £, n € £ 1 tre assi principali degli ellissoi-
di di eguale densitd; essi formano un sistema di riferimento
cartesiano trirettangolo centrato in C = (io,ﬁg,io).

Rispetto a gquesto sistema, che chiameremo Sistema Principa
le, l'espressions di ¢ dovrd essere:

31 EAGE (—‘)2]
%4 9o 93
(2) ’ ¢(E,n;§) = Cc e

dove oy, O, & 03 SORO le varianze secondo £, n e L.
Infatti” considerata per C una retta di equazioni parametri
che:

£ = at il bt r = ct

la (2} diviene:

gty ?
i}

r

] ]

(3) ${at,bt,ct)

n
)
o

(#) La funzione di distribuzione di Gauss della variabile ca-
suale x attorno ad x,, € notoriamente:

-1 (x-xu)
a 1]

2

Gilzx) = ¢ e

dove o & detta varianza, e ¢ & una costante che a8i deter-
mina eon la condiszione di normalizzazione:

o
J Gla}) dx =1

Si trova:

=2

af2m



2y
dove

(217 = (27 v (2y? 4 2y
Ip 1 %2 3
La (3) & effettivamente una gaussiana di varianza ¢
Incltre si ha che: @{(£;n,£) = cost quando (vedi la (2)):

(5) (232 4 (M2 4 (532 - cost
) B Ug

il ché prova che le superfici 4i uguale densita (quelle per
cui ¢ = cost} sono effettivamente degli ellissoidi a tre assi
centrati in C. In particolare se nella (5) la costante vale
1, l'ellisscide che ne risulta viene detto ellissoide delle
velocitd o di dispersione. Per esso la (2) diviene:

1
${EL.n,L) = ¢ e 2 = D.B61l-C

Osserviamo infine che nel sistema E,n.f la ¢ assume la forma
particolarmente semplice del prodotto di tre funz1on1, ciascu
na di una sola variliabile indipendente:

& .

$(Esn,L) = ¢
3 ] 1 i

=

1

Ossia nella (2} le variabili sono "stocasticamente indipenden-
ti" e ¢id & conseguenza della ipotesi dellfellissoldicitd del
le superfici di egual densita.

Ammesso dunque che la (2) possa rappresentare la distribu-
zione sperimentale osservata, dobbiamo affrontare 11 problema
matematico di determinare:

1. le coordinate xo, 90 e zO di C

2. i coseni direttori, rispetto a %,y e 2, di £,n e ¢ (sonc
nove, ma le relazioni di ortogonalitd e di normalita 1i »i
ducono a tre soli indipendenti) -

3. Tys Oy € dg.

Quantc alla costante ¢ essa viene determinata dalla condi-
zione di normalizzazione:

+om
(7} IIJ 8{E,n,r) A dn dr = 1

che esprime il fattoc che & & una Funzione di frequenza relati-
va, ossia che:

¢ d& dn dg = Q%

Risulta:



(2n)3j20 0.0

E.d

Poichd i dati di osservazione sono espressi nel sistema X,
¥,%, converr3d trasformare la (2) in tale sistema. Praticamen-
te si tratterd di operare una rotazione ed una traslazione
del sistema E,n,r in modo da sovrapporlo al sistema X,V.Z.

Senza entrare in dettagli ¥, & chiarc che la rotazione
?olnvolgera i cosenl direttori degll assl £, n e ¢ rlspetto a

X,¥e2, & la trasla21one coinvolgerd le coordinate di
C = (Xg2Var2g)s Bi avra:

o - 2 ECR,,8)

{4) - d(X,¥,2) = ¢ e

dove:

() E(&,9,2) = ay(k% )7 + ag,g(9-3,0° + agg,(a-207 +
+ D(i-io)(?-?o) + 2a011(?-?c){2-i0) +
+ Ealol(i-io)(i-ig)

La (5) posta uguale ad une costante, & ovviamente 1l'equazione
di un ellisscoide & tre assi con centre nel punto *q*?osio9 ri
spetto ad un 51stema i cui assi non siano necessariamente pa-
ralleli agli assi principall dell'ellisscide stesso.

La (5) pud essere s¢ritta nella forma compatta:

Z - .
£ ¢ oew v s ovloa o yJes_s 3k
(8) E(k,y,2) = ¢ jzk:D aijk (x xo) (¥ yo) (& zo)

con la condizione i+j+k = 2,
Da quanto detto in precedenza & ovvic che:

aijk € funzione del coseni direttori di £, n e ¢
rispetto a X,¥.2.

Ricalcolando, per la (4), 1l'integrale di normalizzazione
{(7), si ha:

1
{8} o = V&
(21)372

dove A & il determinante della matrice quadrata simmetrica:

(2} Vedi Appendice 34.
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4300 - 2110 2101
(A) = | ay359 2430  @p13
4101 2911 502

In conclusione, la (i), normalizzata, diviene:

1 .
i - 5 Elk, 9,23

(8) olk,7,5) = _
(21172

Sono ora necessari alcuni richiami alla teoria statistica
della misura sperimentale. Iniziamo trattando del caso unidi-
mensionale. Sia x una variabile casuale reale continua, ciocé
suscettibile di assumere un qualungue valore nell'intervallo
(-=: #=). Sia ¢(x} la sua funzione di frequenza teorica norma
lizzata. Cid implica che, se misuriamo una volta la variabile
x, la probabilitd teorica che il valore ottenuto stia nell'in
tervallo (x5, Xo+dx) & espressa da:

{17} dp = ﬁ(xo) dx

3 . . ; += . :
L'integrale di normalizzazione f__ ¢(x}dx=1 esprime la certez

za che il valore ottenutc per x cada nell'intervallo {(=w: +=).
Definiamo come momenti generalil u{ quelli per cui:

o,
{(9) ui = J xT e¢x) dx T2 B Pef e

e come momenti centrali u,; quelli per cui:

i 1,2,3,...

4w ;

(10} s & J (x—ui)l $(x) dx i

L'intero i esprime il grade del momento. Ovviamente u; rap
presenta il valore medio di x. Infatti:

+ o
ui = I =¢({x) dx = <x>

I1 secondc momento.centrale prende invece il nome di "Stan
dard Deviation™:

4 5
(15) = J (x-<x>)" $(x) dx

-

Mo

Sviluppando 1l'integrale (15) s5i ha:



e, o 5 (*=
My = J X ¢(x)dx - 2<x> I Xe(x)dx + <x» I s{x)dx

ossia:
(16) By = ué - <xX>
poiché:
-|-m2 L]
I x"¢(x}) dx = ué e J x¢{x) dx = ui = <x>

Serivendo “é come : “é s <x2>, la {(16) diviene:
2

_ 2

H2-<X>'<K>

I momenti hanno, nella tepria statistica della misura spe-
rimentale, una importanza fondamentale. Infatti, in genere ,
ncn & possibile conoscere a priori la funzione di freguenza
teorica ¢(x) per una variabile casuale x. Nel migliore dei ca
51, s8i potrd decidere, sulla base di considerazioni empiriche,
il tipo di funzione (ad es. gaussiana), ma non certo i valori
dei parametri che in essa cempaiono. Cionconostante, i momenti
gono calcolabili sulla base dEl solil risultatl sperimentali.
Come esempio, suppeniamo di misurare n volte la variabile ca-
suale x, ottenendo una n-pla di valori xj.

Consideriamo le quantita: :

n x.
mi s —r]l' = <x>
=1 gper
?
Ex. Ex.
_ 1 1,72
m, = — { = )

8e noi ammettiamo (legge dei grandi numeri) che per n++e=,
la funzione di fregquenza sperimentale di x ccinecida ceon guel-
la teorica, sl ha immediatamente:

(17> 1im m'f ul lim m, = u
hunall Rk e 2 2

Non sarebbe difficile mostrare che questo continua a sussi
stere per mementi di qualungue ordine e tipo.

In conclusione, se n & "abbastanza grande" {(caso di buona
statistical, valgono le:

(18} pr o= 1=l ©



(x: - <x»)7
1

noesd

- _i=1
(18) uy 2 _

dove il simbolo ~ st3d ad indicare che la relazione & approssi
mata {vera se n++=).

In conclusione la (9) e la (10) mostranc come i momenti di
pendono dalla funzione di frequenza. Se quest'ultima & scono-
sciuta ma sone noti 5per1mentalmente i momenti (dalle {(18)) ,
si comprende come essi possono aiutare a determinare la forma
di ¢(x) ed 11 wvalore delle costanti in ecsa contenute.

L'estensione al caso trldlmen51onale c¢he ¢i interessa & ov

via: diremo momenti generali p! D5k quelli dati da:

=,
T ' = 1.1k
(97) uijk = JJJ_HK yrzo $(x,v,z) dxdydz
i:l,z’ = B &
g 2 elende 5w
K = 1,2, 4o
e mementi centrali "y 1% quelli dati da:
e i g K
o B ted § e b -y !
CLEr) Ty 7 Jjj-wfx ulOO) (y ”010) (z ”001) P(x,y,z)dxdyd

L'intero n = i + § + k sard detto grado del momento. Le (18)
divengono ora:

n w
i 3 _k
z ), ¥z
P “m n
T r = L,m’.n—l
(18"} l-lijk = n
w 1 g s8] R
voos 3 I eine? Umtoip) (ZnHoes?
11k L,m,n=1 H

Poiché c¢i saranno utili nel seguito, ricaviamo i momenti
centrali del secondo ordine (i+j+k=2). Poniamo: “iOO = x

= Z

! = ¥ s uf o
010 o’ "001 o]

n
I 2
(x =-x ) Ix
= 1=1 2 (] iz % 2 @ g
(19) Kopg = = = x. = x> <x>
2
U = Eﬁi - = <y2> - <y>2
020 n Yo
_Zzi 5

uooz = T Zo = €27 = L£LF>



n
{19) u £ L =
110 g,m=1 n
IX ¥y iy LX
5 Lm o _m _ _ % 5
- n X0 n yo o ¢ EeYs
= zxiym - X ¥ = <X¥y> — <X»<y>
n o’ o
101 2 oaxz> - <x»<z>
a1 = oRyZ>» - <yx<z>
§.8

Ritornande al nestro problema, noi siamo in grado di cono-
scere, amezzo del soli dati di osservazione, i valori (appres
simati) dei momenti della nostra distribuzione sperimentale,
senza nessuna ipotesi sulla ®(%,¥,2), servendoci delle (18').
Converrd percid esprimere guest'ultima in funzicne dei momen-
ti caleolati.

A tal fine, scriviamec, per la {8), la condizione di norma-
lizzazicone, nella seguente forma:

4o l - » i - - j » k
- 2 fa,. (%=% ) (y-y ) (z-£ )
1 1 P 17k o o o
(12) — = JJJ e ] dxdydz
A nd?

dove per E(x,y,z) '@ utilizzata 1'espressione (8}. Derivandec
membro a membro rispetto ad aijk’ si ha:

4
11 aA ol 1 o viras sTes s 2K
~ = (- =) (k=% )" (y-y )7 (2-2 }" «
2 A3f2 Baijk (2w)3f2 Z JII o o

e dxdgdz

ossia, moltiplicandc membro a membro per (-2/A):

4= i
/A A VA N x "3E(X,¥,!
(13) = (k=% ) {y-y )-(2-%2 ) e

AE!Z aaijk (ZW}SXE J[J o O o

-

C ancora:

£33}

00 : i
. . k -
= JJJ (i—xo}l(9-yo)j(z-zo) d(X,¥,2) dxkdydz

-

e R
o
[11]
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>

dove 5'&é fatto uso della (8).
Confrontando il secondo membro della {13') con 1la (10') =i
ha:

{14) e =

Ma (EAIBaijk) = Aijk’ dove Aijk € 11 complemento algebriro

di aijk' Fertanto:
Ai'k
(20} Yisk T A
Sia ora:

H200 110 1101
(M) = [ 110 Ho20 Yo11
Yy Rz Yooz
La (20) dice che (M) & 1'inversa di (A)x, oesia:
(21) M) « (a) = ()
dove (U) & la matrice uniti.

Ma se (M) & l'inversa di (A), anche (A) & 1'inversa di (M),
percid:

Ml -
B S0 .5

dove Mijx @ il complemento algebrico di ¥idke
Se ora nelle formule (19) sostituiamo aa Xy ¥ e z rispetti
vamente X, ¥ e 2, si comprende come si possano calcolare, dail
seli dati di osservazione, i valori dei momenti del secondo
ordine ujjk (con i + 3 + K = 2), e quindi, dalia (22}, i valo
ri di &;jk.
Par ricavare adesso i valori dei parametri o3, 09 e o3,
e del coseni direttori di &, n e [ rispetto ad Xy ¥ ¢ 2, ba-
§terd esprimere esplicitamente 4:4k in funzione di essi. Sen-
za insistere suil calcoli, rimandiamo i1 lettore all'appendice
(34).

(=} Confronta - C. ViLI11{, Metodi Matematici della FPigiea. In
ogni caso per convincersene, ¢ sufficiente moltiplicare
riga per riga (A) ed (M), dove in queat'ultima gii elemen
ti eianc dati dalla (20), ricordando il teorema che affer
ma che la somma dei prodotii degli elementi di una Linea
dt una matrice quadrata per i complementi algebrieti degli
elementi corrispondenti di wna parallela & aempre zero, a
meno ehe le due linee coinaidanc, nel quale caeso tale som
ma vale il determinante della matrice (vedi {. Zuirner -
Lextoni di Angliei Matematica - Vol. I, pag. 1o07).



Quanto alle coordinate: del centroide € = (X5¥p5,25), 51 di
mostra che;

}(_D E 1"]‘_00 = AE»
(23 :;?D = "610 = P>

u hit r ' =

55 = Mgy & =P

Vogliamo infine esprimere la direzione degli assi principa
li dell'ellissoide in coordinate equatoriali. Sianoc £, m, ed
ng 1 coseni direttori dell'asse £ rispetto a %,¥,%. Guardando

AE
i
9, ¥
l'..‘r : -'!.,
2 !
&
¥
9
)
\\ ‘-I"
o 5
LS
L%
b
\ .

i F

/ ~ D J

h % ‘\\ ¥

4

Q'Ir" \'\

ey

P

Fig. 4

la fig. Y4 ed usando le formule di Gauss, si ha:

L. = cosA_ cosD

£ £ g
m = sir‘uﬁ"sl‘E CDSDE
n, = cos(BO-Dé) = sinDE
da cui:
_
(24) e B
sinDE = ng

Formule analoghe alle (24%) valgono per gli assi n e ¢.
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I dati numerici, secondo Trumpler e Weaver, sono!

-.1.7 Km/sec

x =
o
9d = 4+ 29.0 Xm/sec
% = - 15.4 ¥Xm/sec
o
A B
9y Kn/sec = 40.5 27490 .7 =16°.2
ay Km/sec = 27.9 ?B5°.7 +73°.7
o4 Xm/ger = 18.8 1aqg2.2? + 1°.6

Notiamo subito che l'asse maggiore § punta verso il centro
della Galassia, mentre l'asse minore g & diretto verso i Poli
(fig. 5). Dobbiamo perd richiamare l'attenzione sul fatto che
i dati relativi a stelle di classi fisiche diverse, danno luo
go a valori diversi.

Z
A

5.?

In questo paragrafo tratteremo delle conclusioni fisiche
a cui porta 1'ipotesi di Schwarzchild.Essa si fonda, come s'@
viste suli seguenti punti:
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a. esiste, nello spazioc delle velocitd, un punto, il centroi-
de €, di coordinate {Xos¥g:25),s rispetto al quale, in o-
gni direzione, la distribuzicfie delle velocitd & di  tipo
casuale gaussiano;

b, le superfici di eguale densit3d (¢ = cost) sono degli ellis
soldi concentrici in C.

Le {23) danno per le coordinate di C i valori:

| XO = ¥
(23) ¥, = <>
éo = <Z>

Facciamo, adesso, la seguente ipotesi: tutte le stelle vi
cine al Sole hanno la stessa massa M.
Moltiplicando entrambi i membri di (23) per M, si ha:

I%.,

M = M<k> = M —*

5] Il

- E'_

(23") My = Mg = M 4
Vo ¥ =

I,

& T * i l

MZD = Mecz> = M -

o, danche,

nM:TcD = EMxl

i ¥ - Y
(23"} _ nMy, = My,
nMz = IM:z.
o i

Le (23") mostranc, come, in Questa ipotesi le coordinate
(%5+¥0+2n) di C debbanc considerarsi le componenti di veloci-
td del baricentro del sistema delle stelle vicine al Sole X.

Purtroppo 1'ipotesi non & verificata, ma ragioni di simme
tria nella distribuzione delle masse ci fanno concludere che
effettivamente le coordinate di C rappresentano le componenti
di velocitd del baricentro delle stelle vicine al Socle rispet
to al Scle médesimo. Cicé in conclusione, le stelle viecine al
gole, nel loro complessc, si spostano, rispetto 4 gquesto con
velocita V g (Xos Vo 2o)s

Riferiamo allora le velocitd delle stelle al centroide .
Chiaramente, se la stella S ha velocitd (%,¥,%) rispetto al
Sole, la sua velocitd rispetto al centroide C sara:

() 81 noti che, anehe nell'ipotesti fatta, C non & i1 baricen
tro del sistema delle stelle vicine al Sole, ma i1 punte
che lo rappresenta nello spazio delle veloesitd.




| k= %X
(25) Vo = Iy
o= 3%

Tale velocitd sard detta "velociti peculiare” in quanto
appartiene specificatamente alla stella S5, nel suo moto ri-
spetto al centroide. :

L'ipotesi di Schwarzchild & dunque che le velocitd pecu
liari abbianc, in ogni direzione, una distribuzione casuale.

Qual'® la velocitd peculiare del Sole?

Poich2 il Sole ha, rispetto a se stesso, velocitd nulla ,
(essendo ciodé Xg = ¥p = 2p = 0), le (25) danno:

Xg = X,
{263 YP@ =T ¥y
zp@ =T %

Le (26) dicono, dunque, che gli opposti delle coordinate
di C sono le componenti della velocitd peculiare del Sole. Al
lume di quante detto & facile interpretare il senso del moto
del Sole versc l'Apice. Esso non & altro che un moto peculia-
re. Volendo riassumere diremo che:

- tutte le stelle vicine al Scle, nel loro complesso, 5i spo-
s5tanc con la velocitd del centroides;

- nel moto rispetto al centroide, le distribuzioni delle velo
citd delle stelle seguono un andamento casuale.

Consideriamo ora le (25). Esse assumono una forma pit si-
gnificativa se oi riferia

mo ad un sistema, nello
spazio delle i
velocitd, che chiameremo i

"Local Standard of Rest",
centrato in C=(Xgs¥ps20)s
con assi u, v, W, in mode
che u sia parallele e con
corde a x, v parallelo e

€ (i.,j-,t'.]

concorde a ¥, e w paralle s "
lo e concorde a 2 (fig.6). ¥
In tal caso le (25)si '
SCriveno: 4
u = x % _
P Fig. 6
(25') v = 3 :
p
W=z
P

e la {(26):
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. U = © %,

g _ @
(261) Yig = T ¥y
W@=—ZD

$i wede quindi che le velocitd peculiari sono le velocitd
delle stelle rispetto al "Local Standard of Rest". Cid che, a
questo punto, pud apparire strano & che la distribuzione del-
le velceitd peculiari abbia andamento ellissoidico anziché
sferico. Basterd, perd, pensare che il sistema delle .stelle
vicine al Sole non & isolato e percid, pur essendo casuale
la distribuzione delle velocita in ogni direzione, potrd non
essere casuale la distribuzione delle varianze in funzione
della direzione. Anche gquesto punto gard chiarito pill avanti
{Cap. III). Vogliamo infine caleolare l'ascensione retta e la
declinazicne del vettore velocitd del moto peculiare del Sole.
. sando le formule dell'Appendice 2A, e guardando la fig. 7,si
conclude che:

Ug = SGQOEAGGOSD@ ?1
(27> Vg © Sas:LnAecosD6
Wa = 8951nD
essendo Sg = b/ué + vé + wg
percic: Sa
v 0 L
- _B ;
tgA@ = ue a V ﬂ
(28) 0 .
. (C) *.
sinD,. = — 2
9 Se Fig. 7
Sostituendo i valori numerici:
- o - o
(29} A@ = 2713 .3_ D@ = %27°.9
§.8

Poiché non € sempre possibile misurare, per una stella ,
tutte e tre le compenenti di velocitd rispetto ai Sole, vo-
gliamo esporre i metodi che consentone di determinare le coor
dinate del centroide nel caso che: -

I19: siano noti sole i moti propri;
II°: siano note seolo le velocitad radiali.

1? Metodeo:
Consideriamo il sistema delle formule di Bravais:

e vusina - v6005usin6 + VPCOSGCOEG
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o]
1]

v cosa - vﬁsinasinﬁ + vrsinucosﬁ

[t L]

= v, .ops8 + ginsg
& vr

e risolviamclo rispetto a vg, vg € VvV, Otteniamo:

v, == xs8ina + $cosa
(30) Ve B H Xcosacosd - ysinesind + -zZcosé
v, E kcosacosd + yeosdsine + 2sing

Dalle (25, (25') e (26') si ha:

X o= utx

-1
o U=y

(31) ¥R URE R Wl

Z = WHEZ_ = W-wW
= Za @

Sostituends le (31} nelle (3C) si ha:

- S X
a) v, = tugsina v@cosu+fa(u,v)
(32) b) Ve =+uacosucos6+v@slnu81n6-wecos5+fﬁ(u,v,w}
c) o = —ugcosucosﬁ—v@cosGSLnu-w@51n6+fr(u,v,w)

Ricordande ora che:

Wiy B Kuu reosd Ve = K by T
da (32a) e (32b}, si ha per ogni stella la coppia di equazio-
it

f
p oosé = Eﬂ sina - j@ cosa + a(u’V)
a Kr Kr Kr
(33) u, Vo W Folu,v,w)
My = o cosasindg + e sinasind i e coeé + X

Per n stelle di nota distanza e noto moto proprio si han-
no, dungue,?n equazioni nelle incognite ug, Vg, wg.

Tale sistema si risolve col metodo dei  Minimi Quadrati ,
in cui scompaiocno i termini fi(u,v) e fz(u,v,w} per la defini
zione stessa di "Local Standard of Rest".

{2) 51 ha ehe:
fu(u,v) = = yeina + veosd

- yoogacoed = peinasind + uecoed

fG(u,v,wJ

ucosacoad + voosdgina + weind

fr(u,v,wJ



37

II® Metodo:

Siano note le velocitd radiali di n stelle. Consideriamo
la (32c), modificata con l'introduziocne di una costante K,nel
seguaente modo:

(34) Vo, ® K—u@cosucosﬁ - vgySinecoss - W951n6 + fr(u,v,w)

Il significatec fisico della costante X & che le velocitd
radiali medie delle stelle in opposte aree del cielo sono di-
suguali in valore assoluto ed opposte in segno. E! 51gn1f1cat1
vo che K ha valore trascurabile per stelle di tutti 1 tipi
spettrali, eccettuati i tipo O e B (vedi tab. 1)*,.

Il sistema di n equazioni tipo (34) nelle quattro inco -
gnite ug, vo, WE, K, viene risclto col metodo dei minimi gqua-
drati, con quale si elimina f,.

Tab. 1 - Yariazione di K col tipo spettrale

Tipo spettrale (1) (2)
B + 4.9 + 4.7
A + 1.7 0.0
r + 0.3 - 0.6
& - 0.2 = 1.0
K + 0.3 - 0.2
M + 0.7 0.0

(1) da Campbell e Moore
(2) da Smart e Green.

(x) Questo punte sard chiarito con le soneideraziont del.Cap.
IIT e V.



38
CAPITOLO III° - LA CINEMATICA DELLA GALASSIA

5.1

81 consideri una galassia di tipo 30 o spirale, vista non
completamente di faccia. Posto 1'asse maggiore di questa lun-
go la fenditura di uno spettrografo, nellc spettro di assorbi
mento, di tipo cicé -
stellare, si osser-
vanc righe, che, ol
tre ad un allarga - ﬁnjhhnilblmﬁﬁh
mento, mostranc una _T
deformazione ad S.
Si guardi le schema
di fig. 1. Ricordan

do che una riga o o
spettrale & 1l'imma- —%%r -4l
gine monocromatica -

della fenditura, la ﬂ_f'-
porzione A' della ;

riga di fig. 1 sarsd

1'immagine monoccro- fasria SO
matica della porzio ﬁﬂhii+ufh

ne A della galassia
in figura., L'insie- Fig. 1
me delle stelle di d

A determinanc, per effetto Doppler, la deviazione osservata
sulla riga spettrale. Tale deviazione pu¢ essere spiegata am-
mettendo un moto di insieme di tutte le stelle del cilindro A
nella direzione dell'osservatore, con velocitad media lungo la

AA — AB =

visuale data da: v = ek , essendo B il centro del

TA o AAAR
la galassia. L'allargamento della rlga mlsureré poi una Stap-
dard Deviation rispetto a tale inato d'insieme, dovuta ai moti
peculiari delle singole stelle del cilindro A. Estendendo que
ste considerazioni qualitative a tutta la riga si pervlene al
la conclusione che la galassia & "macroscopicamente™ in rota-
zione, nel verso indicato in fig. 1. Si noti bene che 1l'infor
mazione sull'esistenza di un moto ordinato nella galassia &
contenuta interamente nella deformazione della riga, 1'allar-
gamento indicando solec un moto disordinato (casuale} attornoe
al moto ordinato .

Questo esempio c¢i serve per illustrare lo state dinamico
di una galassia. Noi osserviamo galassie lontanissime del tut
to simili a galassie melto vicine. Poiché una differenza in
distanza gi traduce in differenze d'etd, dobbiamoc concludere
che le galassie sono sistemi alquanto stabili, almenc in gene
rale, nel senso che, se ¢'é evoluzione dinamica in essi que-
sta avviene in tempi estremamente lunghi rispetto a quelli
dell'osservazione. Ora, volendo prescindere dall'attrite col
gas interstellare e dagli urti tra stelle, le uniche forze in
gioco nelle galassie sono di tipo interno gravitazionale. E'
guindi inammissibile (tecrema di Earnshaw) l'esistenza di una
galassia "microscopicamente" statica, costituita ciod da stel
le che mantengono immutate nello spazio le loro posizicni,per

() Vo4 ¢ &aq veloeitd di A relativa a B lupgo r.




















































































































































































































































